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Résumé. Dans cette étude, on détermine les constantes intervenant dans le dé-
veloppement de Laurent des fonctions zéta harmoniques en utilisant le procédé de
sommation de Ramanujan des séries divergentes.

Introduction

Il est bien connu que la fonction ¢ de Riemann est analytique dans C\{1} et
qu’au voisinage de s = 1, on a

1
((s)=——=+7+0(s—1),
s—1
ou v désigne la constante d’Euler

n—oo
j=1J

1
v = lim (Z, —lnn) = 0.5772156649.. ..

Le procédé de sommation de Ramanujan (cf. [Can]) permet de sommer la série
1

don>1 # pour toutes les valeurs de s : si 2771221 — désigne la somme de la série au

sens de Ramanujan, on a la relation ([Can, Eq. (1.22)])

o=l - powrs#£L

R 1

et la somme Y n’est rien d’autre que la constante d’Euler  ([Can, Eq. (1.24)]).



Il est alors naturel, pour une fonction holomorphe f(s) définie dans un demi-
plan Re(s) > o par une série de Dirichlet -, %= et dont le prolongement mé-
romorphe admet un pole en s = a, d’étudier comment sont reliées entre-elles la
somme de la série -~ # au sens de Ramanujan et la constante C, intervenant

dans le développement de Laurent
N 1
fls)=> bp——-+Cat+ > en(s—a)”
= (s—a) n>1

au voisinage de ce pole.

Pour examiner cette question, on considére d’abord le cas (relativement simple)
de la fonction analytique (y définie dans le demi-plan Re(s) > 1 par

n=1 n’
ou H = (H,) désigne la suite des nombres harmoniques. Apostol et Vu ([AV]) et
Matsuoka ([M]) ont montré que cette fonction, appelée fonction zéta harmonique,
se prolongeait en une fonction méromorphe dans C admettant le pole double a = 1
et les poles simples a = 0 et a = 1 — 2k avec kK > 1. La sommation de Ramanujan
permettant de sommer la série 7,4 % pour toutes les valeurs de s, il est alors pos-
sible, pour chaque pole a, d’exprimer la constante C, a ’aide de la somme anl %
Dans le cas des poles aux entiers négatifs, on retrouve les résultats précédemment
obtenus par Boyadzhiev et al. par une autre méthode (cf. [BGP, Corollaires 2 et
3]). Notre méthode a cependant 1'avantage de pouvoir reformuler plus agréable-
ment ces résultats, tout en identifiant par la méme occasion la constante au pole

double (formule (5)) qui n’avait pas été traitée dans [BGP].

Dans la deuxieme partie de 'article, on prolonge notre étude en appliquant
la méme méthode au cas des fonctions zéta harmoniques d’ordre p, notées (gy»
ou p désigne un entier supérieur ou égal a 2, définies par la suite des nombres
harmoniques généralisés (cf. Définition 3). La fonction (g» admet les pdles simples
a=1,eta=m—pavecm=2,1,0,—2,—4, —6, etc. Dans le cas p = 2, on obtient
une détermination complete des constantes C, correspondantes (formules (13)-
(17)), ainsi qu'une évaluation des valeurs spéciales de la fonction (g2 en s = 1 —2k
pour k& > 2 (formule (20)). Dans le cas général p > 2, on donne une expression
remarquable de la constante C au pole a = 1 de la fonction (gr (formule (22)).
Enfin, on indique comment calculer les constantes aux autres podles de (g» en
généralisant la méthode employée dans le cas p = 2.



1 La fonction (y

Définition 1. On appelle fonction zéta harmonique la fonction analytique Cz '
définie dans le demi-plan Re(s) > 1 par

+OOH
CH(S>:Z s )
n=1 n
avec 1 1 1
Hy=14=+=+-+—.
totg ot

On rappelle que les valeurs spéciales de la fonction (; aux entiers positifs p > 2
sont données par la célebre formule d’Euler (cf. [AV, WLJ) :

p—2

2u(p) = (p+2)C(p+1) =D _C(k+1)¢(p—Fk)  (p>2).

k=1

On rappelle également (cf. [BGP, Eq. (22)]), que les valeurs spéciales de la fonction
Cy aux entiers négatifs pairs sont données par la formule de Matsuoka ? :

ou les B, sont les nombres de Bernoulli.

Théoréme 1. Pour 1 < Re(s) < 2, la fonction (g(s) peut s’écrire

N A (G e DR
) = g SO~ ) T 1)

Démonstration. D’apres [Can, Eq. (1.33)], on a pour Re(s) > 1 la relation

XH, &H o0 1
DL n+/1 e+ D4y,

ns N ns xS

n=1 n>1

D’autre part, comme
Y(x+1)+~v=0(z)en 0,

on peut, pour 1 < Re(s) < 2, décomposer cette derniere intégrale en la différence

/+°°¢(w+1)+vdx_/1¢(x+1)+vdx
0 0 '

xs xs

1. La fonction (g est notée H dans [AV] et h dans [BGP].
2. Comme il a été signalé dans [BGP], la valeur (g (—2k) = f% donnée par Apostol et Vu

([AV, Eq. (7)]) est incomplete. La valeur correcte a été donnée par Matsuoka (cf. [BGP, Eq.
(16)]) et [M]).



Pour = €] — 1, 1], on a le développement en série entiere

YE+1)+v=> (-1)""¢(n+1)z",

n>1

ce qui nous donne pour z €]0, 1], le développpement en série

¢($+1)+7:Z(

n>0
qui permet d’évaluer la premiere intégrale a I’aide du “Ramanujan master’s theo-
rem” (cf. [AMS, Théoréme 3.2]). On 'applique a la fonction ¢(s) = ((s + 2) qui
vérifie les hypotheses du théoréme pour Re(s) > —davecd =1—¢c,oun0<e <1
est quelconque. Ce qui donne pour 0 < Re(s) <1 —¢,

oo (x4 1)+ T
s—=17\~ v =) T T dr = 9 _
/0 7 x ) Sin(ﬂ'S)C< )
ou encore, pour 1 + ¢ < Re(s) < 2,
/+°°1/1(:c+1)+7dx: —_((s)
0 x® sin(7s) '
La formule (1) s’en déduit O

Remarque 1. L’expression (1) fournit immédiatement le prolongement méro-
morphe de la fonction (i dans le demi-plan Re(s) < 2. En effet la fonction

R Hn

SHy Y —-

n>1 n®

est analytique dans C tout entier (cf. [Can, Théoreme 9]), et les valeurs de cette
fonction aux points s = —k (k = —1,0,1,2,3,...) ne sont autre que les sommes,
au sens de la sommation de Ramanujan, de ces séries divergentes.

D’autre part, comme

YE+1)+7=0(z)en0,
la fonction

1
sr—>/ —¢<I+1)+7daﬁ
0 x

s

est analytique dans le demi-plan Re(s) < 2. Seule la fonction

¢(s)

présente des singularités dans ce demi-plan. Elle admet un pole double en s = 1
et des poles simples en s =0, —1,—3,—5, ...

—T

H
° sin(ms)
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1.1 La constante en s =1

Pour obtenir le développement de Laurent de (z en s = 1, on commence par

donner le développement de la fonction s +— — il ¢(s).
sin(7s)

Proposition 1. Au voisinage de s = 1, on a le développement

—T B 1 ~y 7L2 B .
Sn(rs) ((s) = ot oD T 7+ O0(s—1) (2)

ou 7y, est la lere constante de Stieltjes.

Démonstration. On a

- _ T _ exp(im(s — 1)) 2im(s — 1)
sin(rs)  sin(w(s — 1)) s—1 exp(2im(s — 1)) — 1

(X (s — R R s — 1)
s =175 k! >0 k!
_ - i - Z( Z 2]Bj)(_1)k:7r2k(s _ 1)2k

k>0 i+j=2k

iljl

1 2k 9IB,

— -1 k et R 2k -1 2k—1
so1 2 (Z (2k—j)!j!)” (s =17,

k>1 §=0

ou les By, sont les nombres de Bernoulli, ce qui donne

—m 1 72
— Tls—1)+-..
sin(rs)  s—1 N 6 (s=1)+

D’autre part, on a aussi

1

() =7 +tr—mls—1+--

En effectuant le produit de ces deux développements, on obtient 'identité (2) O

Définition 2. Pour tout entier p > 1, on pose

vy = (1) 3 (<R

n

3
—

Lemme 1. On a

ot



et pour p > 2,

dx .

V_
xP

B /1 Uz + 1)+ — S (1)1 + 1)a?
P 0

En particulier,

o [P ), )

T n—1 n

Démonstration. Pour x €]0, 1], il résulte du développement en série entiere

P+ D)y = S (1) 1,

n=1
que
¢(5L’ +x1) +7 — Z(—l)”_lg(n + 1)1,71—1 ’
n=1
et pour p > 2,
p—1 . . e
P+ 1)y = D (=1)TICG + Dat) = Y (=1 (n + 12"
j=1 n=p

Pour tout 0 <a < 1, on a

/0“ (b + 1)+7—Z§:(—1)j_1C(j +1)ad) de = /0 S (1) + 1) de

— i(_l)n-‘rl C(TL + 1) an—p+1
n=p n—p +1

?

la permutation des symboles | et ¥ étant justifiée par le fait que

i ((n+1)

a" P < 40
n—p+1

n=p
o - o , n+1¢(n+1)

Par le critere de Leibniz, la série alternée )°,,~,(—1) npi1 converge, donc, par

le lemme d’Abel pour les séries entieres, on a

i(_l)nﬂw = lim i(—mnﬂw o Pl

n—p+1 a>l n—p+1

n=p n=p

ce qui donne le résultat voulu. O



Il résulte des formules (1) et (2) le corollaire suivant :

Corollaire 1. Au voisinage de s = 1, on a le développement

1
o) = (=g (311) L O+ O0(s — 1)
avec
ROH
Gi=Y (@) - g
n=>1

On peut simplifier I'expression (3) en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2. On a la relation :

R 2
H, 7 G2
— =vatmt o -5 (4)
T; n 2 2
Démonstration. On part de la relation
R
H, 1, 1 1 1/t
— == —((2) — = 7/ 2 1)d
Zln 57 T5¢@ -5+ [ Vet l)de

(cf. [Can, Eq. (2.6)]) qui est une conséquence immédiate de [Can, Théoreme 3].
Comme ¥(z + 1) = ¥(x) + 1/x, elle peut aussi s’écrire

X H, 2 (M2 Y() 1
Or, d’apres [Coh, p. 145], on a
1 2 1
/ <¢2(x) - 1:2) de =29 — 2¢(2) + 1.

Par soustraction, on obtient

R 1
25 2@+ 1= -2 @)+ ) =2 [ (@) 7)1 + ) da

2
n>1 n Xz T

Comme
11 (@+1)+4

(¢($)+7);+ﬁ=#,

on en déduit 'identité

~ H, Lap(x + 1) +
2y " 4+C2) =721 =2 Pzt +y 7dx=2y_1,
n 0 i

n>1

qui, apres division par 2, n’est autre que la relation (4). O
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Il résulte alors de (3) et (4) que la valeur de la constante en s = 1 est

1

5 1
01257 +§C(2) (5)

Remarque 2. Il résulte du Corollaire 1 que, contrairement au cas de la fonction

¢ de Riemann, la constante au pole s = 1 de (g n’est pas égale a anl %

Numériquement, on a
R

H,
> =" =10.5290529699. . .
n

n=>1

Le développement asymptotique & l'infini de 30, Ii” obtenu en écrivant

NoH, 1 1Y
;7_2 iz

permet de montrer que

N—o0

N1
C; = lim (Z— 2111 N — 71HN> = 0.989055995 . . . .
=1 n

1.2 Les constantes en s=0et 1 — 2k

Les constantes de (g aux poles négatifs ont été calculés par Boyadzhiev et al.
([BGP]). On va retrouver ces résultats par une autre méthode. La formule (1)
donne au voisinage de s = —k (k=0,1,2,...) le développement

1)k 16=H) +anH — e+ (=D (=k) +O(s+ k), (6)

uls) = (~1) 12

ot on a posé (cf. [Cop])

vy = i(—l)" ¢(n) = /01 ¥ (Y(x +1) +7) dr.

= n+k
On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2. a) Au voisinage de 0, on a

R
Cu(s) = _§(SO) + Z H, —vo—('(0)+ O(s)
n=1
1 3 1 1 1
=5 + <2fy + 5~ 2log(27r)> —v+ 5108;(2@ +O(s) ,



c’est a dire

avec

Au voisinage de —1, on a

Cu(s) = Cs(jrll) +C_1+0(s+1),
avec

R
0_1 = Z an — v+ CI(—l) .

n>1

On a calculé (cf. [Can, p. 99])

R
5 1
H, = >~ — -1
> nH, 57~ 508

7
2m) = (=1 + 3
n=1 8
et
1 1
n= 57— §log(27r) +1.
Il en résulte que la valeur de la constante en s = —1 est
1 1
_ _ 4. _ 13
Co1= 127 g (8)

On peut généraliser les formules (7) et (8) comme suit.

Proposition 2. Au voisinage de s = 1 — 2k avec k > 1, on a le développement

CH(S) = 5:_12_]{:2_1{:)1 +Cl—2k +O(S+2k — 1)

avec B
Ot op = ——2K~ 4 Doy
1—2k 2k7+ 2%—1 5
ou pour k=1,
1
-D1: ga

et pour k > 2,

1 k72 (2k\ B;Boy_;
Doy 1 = % [HQk—lB% + > ( )Mk]

o \J 2k — 4
3. [BGP, Eq. (23)] donne par erreur C_; = 5 — £.

9



Démonstration. Au voisinage de 1 — 2k pour k > 1, on a par la formule (6)

¢(1—2k)

Boy
Doty — =2 4 O(s + 2k — 1)
stakh—1 " Dun T gy FOBT )

Cu(s) = 5%

avec

R
B
Doy =3 0™ H, — gy +C'(1 = 2k) + v =2
o 2k
On a Dy = —£ (cf. Corollaire 2, b)), et pour k > 2, on déduit de [BGP, Eq. (22)]
I'identité -
By, ~ (2k — 1\ B;Bgy_;
Doj—1 = Hypor—— + > ( i )M

2k
qui conduit & l'expression (9). O

Exemple. En particulier, on calcule D3 = 2213—8. La valeur de la constante en —3

est donc 1 1
O3 = 1907 T 288

Remarque 3. Pour k£ > 0, soit

R
Doy, = > n**H, — vgy, — ('(—2k) .

n=1

On a Dy = 1 (cf. Corollaire 2, a)), et pour k > 1, les sommes Y./%, n* H, étant

liées par la formule (6) au développement de (5 au voisinage de s = —2k par

R
Culs) =Y. n* H, — v, — (' (—=2k) + O(s + 2k),

n=1

on en déduit que

R
Cu(—2k) =Y n*"H, — vo, — ('(—2k) = Dy
n>1
11 résulte alors de la formule de Matsuoka l'identité suivante :
Ba  Bay By,

Doy = — 22k | 2% _ o )22k 1
2% 4k+2 (2k )4k: (10)

En particulier, il résulte de (9) et (10) que les nombres Dy, définis par

R
B
Dy = 3o n Hy = wi+ (=17 (=R) + 97
n=1

sont des rationnels pour tout entier k > 0, ce qui pouvait aussi se déduire de [CGP,
Lemmes 1 et 2].
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2 La fonction (y»

Pour tout entier p > 1, on considere la suite H? = (H?) des nombres harmo-
niques généralisés
1
HPY = —.
="
Nota Bene. Les nombres harmoniques généralisés sont traditionnellement notés
H® (cf. [Can, CC, WL]). On adopte ici la notation plus légére HP. Pour éviter
les confusions, on prendra soin d’écrire (H,)? la puissance p-ieme de H,,.
Pour tout entier n > 1, on a (cf. [Coh, p. 95])

H} = y(n)
ol ¢, est la fonction analytique dans le demi-plan Re(x) > 1 définie par
(=nr!
(p— !

Définition 3. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On appelle fonction
zéta harmonique d’ordre p et on note (y» la fonction analytique définie dans le
demi-plan Re(s) > 1 par

Up(x) = ((p) + 0" Mp(z +1).

On démontre, pour la fonction (gp, 'existence d'un résultat analogue au Théo-
reme 1.

Théoréme 2. Pour 1 < Re(s) < 2, la fonction (ur(s) peut s’écrire

-1 T(s+p-1) ; o 1%7(3;):6 R@
~ sin(ws) I'(s)I(p) Cst+p=1) /0 xs d +nz2:1 ns (11)

Démonstration. Comme dans le Théoréme 1, on a, pour 1 < Re(s) < 2, la relation

*fHﬁ_RHP / ¢p /%

s s
n=1 n n>1 n

Cur(8)

En dérivant p— 1 fois le développement de z — ¢(x+ 1), on obtient pour z €]0, 1],
le développement en série entiere

PR pour e
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Le “Ramanujan master’s theorem” nous donne alors pour 1 < Re(s) < 2,

o0, (z -7 s(s+1)---(s+p—2
/0 qz(s)dx:sin(ﬂs) | )(p —(1)! ’ )C(s—l—p—l)
- F<S+p_1)§(s+p—1).

~ sin(ws) T'(s)[(p)
[

La formule (11) fournit en outre le prolongement méromorphe de la fonction (y»
dans le demi-plan Re(s) < 2. Elle admet des pdles simples aux points

s=1,2—p, 1 —p, —p, =2k —p avec k=1,2,3,...
qui sont les poles de la fonction

- TI'(s+p—-1) B
s sin(ws) T'(s)[(p) stp—1).

2.1 Lecasp=2

Pour 1 < Re(s) < 2, on déduit du Théoréme 2 la relation

v 1 _ Nz R 72
Crz(s) = SC(3+1)—/ <) @DS( +1)d$ +Z& (12)

sin(7s) 0 x =nf
La fonction (72 admet des podles simples aux points
s=1,0,—-1,-2,—4,—6,...

qui sont les pdles de la fonction

s sC(s+1).

sin(ms)
On va entierement déterminer les constantes de (g2 en ses poles.

Proposition 3. a) Au voisinage de s = 1, on a le développement

Grls) = S o L os )

avec

P = 7¢(2) - ¢(3). (13)

12



b) Au voisinage de s = 0, on a le développement

G ls) = =~ + G2+ O(s)

avec .
= 2@ -7 -1 (14
¢) Au voisinage de s = —1, on a le développement
Cr(s) = ——— 4+ CD 4 O(s +1)
n 2s+1)
avec . . )
C® = ——(2)+ =7+ - 15
G-l iyed (19
Démonstration. a) En s =1, d’apres (12), on a

oy R 2
052):<(2)+C’(2)—/01<<2) ﬁ(x+1)dx+2}i”,
n=1

Or, on sait (cf. [CC, Eq. (3)]) que

R H2
> 2= a¢(2) - CB) — 1- () — va
n=1
avec . 9
vy = Z(-U"C(nJr )
n=1 n

ce qui permet d’écrire

r —V_9.

) =S a2) - c3) 4 o) -1+ [ LD =D,

X

Liintégrale /01 Y (x+1) —((2)

dx se calcule par intégration par parties en
x
posant

1
u=YE+1)+7—-C(2)x et v= =
Il vient alors

[YEED GO gy gy [Ny CO),

)
x

13



et aussi (par le Lemme 1) :

12

/1¢(x+1)+7 ((2)x i n+2)

On en déduit I'expression de la constante en 1 :

b) En s =0, d’apres (12), on a
R
CF = —C@2)+1+ > H2.
n=>1

Or, on sait que

ZH2 —2

n=1

(cf. [Can, p. 44]), on en déduit 'expression de la constante en 0 :

1
cy? = §C(2)—’Y—1-

¢) En s = —1, toujours d’apres (12), on a
o) 1 2
C’_lz—log(27r)+§—7—fC +ZnH
n=1

Par [Can, p. 82], on calcule la somme

R 5 1 3 1

H? = —((2) — = 1og(2 e
3 nH} = 75C(2) ~ 5 loa(2m) + 57— 5

On en déduit I'expression de la constante en —1 :

O = — @)+

Pour les poles en s = —2, —4, —6, ..., on montre le résultat suivant :

14



Proposition 4. Au voisinage de s = —2k avec k > 1, on a le développement

Cu2(s) = — i% +C%), +O(s + 2k)
avec
C%) =By + DY,
ou, pour k=1,
DY =2,
36

et pour k > 2,

N2 (2k\ BjBak—;  &h, L\ (2k\ BB
Déi) = BopHop—1 + Z ( ,)Jikj]_Z(_l)J< )J%J

7] 2k 7 741

Jj=0 J=0
La preuve de la Proposition 4 fait intervenir le Lemme suivant :

Lemme 3. Pour tout entier £ > 1, on a la relation

1 — B
k+1

zi: (')BJfklj'

R R
> n"H? =k > nFtH, +

n>1 n=1

€(2) — bk

avec

Démonstration. On écrit

R [ee) [e%s)
Z H,e " = Z H,e " — /1 (Y(x+1)+v)e P da

n>1
l 1-— Z
= og( ¢ (x 4+ 1)e *dx
1—e*
et
R 00 00
S Hle ™ =Y Hle ™+ / (V'(x+1)—((2)e " dx
n>1 n=1 1
= is(e — x T .
1 —e* 2

En intégrant par parties la derniere intégrale, on obtient

R 1 —z
Z H?e ™ = T Lig(e™?) —

n=1

e

15

(16)

(18)

. C(2) —e*(1—n)+ z/loo P(x + 1)e ™ dx.



L’élimination du terme intégral dans les deux formules nous donne

R R - -
- - _ log(l—e7%) e ?
H2 nz _ _ Hn nz Li z\ _ 2) — z
(19)
Il suffit alors d’utiliser les développements suivants
log(l —e™* — 1—e* —
—z og( ) = & log ¢ + © log 2
1—e* 1—e* z 1—e*
-z & 1z* —z
= Bp—— 1
1—6*,; VR T T e 87

et (cf. [CGP, Eq. (133)])

1 1 > 1 2"
Lis(e™*) = 2 1 — By———
1l—e* b(e™) 1—e* <C()+zogz Z+Zk2::1 kk(k‘—i—l)k!)
pour en déduire que
R R _
1 e ” —z
H2 -nz _ _ Hn —nz _ 2
S H = e Y e (s~ SO
-z 1 2F
Bii_ —Zz
+1—e—Zk§::1 ST

En développant ces termes en puissances de z et en identifiant, on obtient pour
k > 1 la relation

R R k J
S nFH2 = k> nF'H, + g(2)(1_f’““) —B,—1-Y <k> (=1) B;By_j,

n>1 n>1 k+1 S\ i+l
c’est a dire
R R
STnFH? = k> 0T H, + arC(2) — by,
n>1 n>1
avec
a = 1= Bi11
Pk
et i '
E\ (—1)7
by =1+ (,),B-Bk_-
j;o gl +1 J J
qui n’est autre que la formule (18). ]
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On est a présent en mesure de démontrer la Proposition 4.

Démonstration. En s = —2k, d’apres (12), 'expression de la constante est
e, = B2 open—ony - ¢y 4 /1 2y (x4 1) da + i n?*H? .
a 2k 2k +1 0 et n

En intégrant par parties, on obtient :

1 1
/ Y (r+ 1) de=1—v— Qk/ o Np(z + 1) da .
0 0

Or,
1

1
/0 2 Np(z + 1) doe = vy — oYLl

et 19,1 peut s’écrire

R
B
Vok—1 = Z n®*'H, + ('(1 - 2k) + 272;7 — Dop—1,
n=1

avec Dy = —%, et Dog_1 donné pour k > 2 par la formule (9) . Il en résulte que
1 R
/ M (x4 1) doe =1 — 2k('(1 — 2k) — Bogy — 2k > n* 'H,, + 2k Doy .
0 n=1

Une simplification importante découle alors du Lemme précédent. En effet, par
(18), on a la relation

R R
> n**H? = 2k > n*1H, +

n=>1 n>1

2% + 1C(2) b

ou by, est le rationnel

2k
(2k\ B;Bgj_;
b =1+Z—1J<.>U.
2 j:0< ) J J+1

On en déduit que
CC) = By + Dy

avec B
Déi) = 2726 + QkDQk_l — bgk + 1.
Ce qui donne
5
D§2) = T 55
36
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et pour k > 2,

2%—2 2%

o DBa 2k\ B, Bay_; (2k\ B;Bay_;

DY = By H 3 el o V) G e e
2% 2k+ ok Hog— 1+Jo<j>2k—j j:O( ) ) i+ 1

Exemple. La valeur de la constante en —4 est

1 1
c® =y —.
17307 600
La formule (12) permet en outre de calculer les valeurs spéciales de la fonc-
tion (g2 aux points s = —3,—5,—7,.... Plus précisément, on montre le résultat
suivant :

Proposition 5. Pour tout entier £ > 2

Boy, (2k — 1)(2k — 3)Bop_o %ZQ (Qk: )BjB%_l_j
J

Cr2(1=2k) = ——77((2) =

Ak —1) jt+1
(20)

Démonstration. On a par (12),

Ce(1 = 2k) = (1 — 2k)C'(2 — 2k) — fg +/ Ly (x4 1) dx + Zn% LH? .
n>1
En procédant comme dans la preuve de la proposition précédente, on obtient
R R 1
Cua(1—2k) =Y n®*'H2 — 2k — 1) Y n*?H, — ﬁg(z) + 14 (2k — 1) Dy,

n>1 n=1

avec Dy donné par la formule (10). La relation (18) entre les sommes

R R
Z n2k_1H72L et Z n?k—QHn

n>1 n>=1
conduit alors & la formule (20) . O
Exemple. La valeur de (2 au point s = —3 est
1 1
2(—3) = —((2) + —.
e (—3) = 502 + =
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2.2 La constante en s =1

La proposition suivante prolonge l'identité (13) démontrée dans le cas p = 2.

Proposition 6. Pour tout entier p > 2, on a dans un voisinage de s = 1, le
développement

Cur(s) = (f(_p)l + Cl(p) +0(s—1), (21)
P =7¢p) +Cp+1) — Culp). (22)

Démonstration. Pour p = 2, 'équation (22) n’est autre que la formule (13) du fait
que (g (2) = 2¢(3). Dans la suite, on suppose p > 3. D’apres le Théoréme 2, on a
dans un voisinage de s =1,

¢(p)

CHP(S) = 71 +Cl +O(S — ].),
ou
R }{p
CI” = Hy, 1 C(p) + C'(p) + (1P L, + > — - (23)
n>1
avec

I, =

1 /1 e+ 1) = (=17 = D)
(p—1)!Jo x
On integre p — 1 fois par parties ce qui conduit a la relation

(=DPLp = (=1)"v—p — Hp1((p)

_(])jl)!i(—l)g(P—j)p j—1)! zi: k—l—]_l)
=
ooy DR k-2,

avec

Lap(z + 1)+ — P21 (=1)771¢ (G + 1)a? oo

0 P 1 n
par le Lemme 1. Pour simplifier la relation précédente, on se sert des identités
suivantes :

1 22 2(-DF 1+ (=1

W;( )k'(p k_2 Z_:( ) )

p

19



et

(_1)p]p = (_1)p’/—p - p—lg(P) +op (24)
T iy 2 T niG-1) 1
=t S <<p—y>[ — —j].

D’autre part, d’apres [CC, Eq. (9)], on a

> 2 (P) + ¢ +1) = Culp) —op = '(p) = (=1)Fv_y. (25)

n

En remplagant les seconds membres de (24) et (25) dans (23), on obtient alors la
formule (22). O

Exemple. Les constantes en s = 1 des fonctions (g3 et (y+ sont respectivement

O = ~¢(3) — ~¢(4)

et
O =~¢(4) — 2¢(5) + C(3)¢(2).

Remarque 4. En écrivant (par sommation par parties)

N N N
H? H 1
—t =HyHy =) 24> ——,
n=1 n MEN n=1 n=1 np-l-l

le développement asymptotique & l'infini de 3N | %5 permet de montrer que

W _ 1 N oHr

Remarque 5. La formule (22) s’étend au cas p = 1 a condition de remplacer (1)
par 7 (la constante de ( en s = 1) et (y(1) par C; (la constante de (g en s = 1).
Ceci conduit a ’équation

01:’)/2+C(2)—Cl

qui permet de retrouver la formule (5) .
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2.3 Une méthode pour calculer les constantes aux autres
poles de (y»

Pour p > 3, on a vu que les poles de (g» différents de 1 sont situés aux points
s =m — p avec
m=2,1,0, -2, —4, —6, ...

Au voisinage de s = m — p, on a le développement de Laurent,

Am m m
CHp(S>:m+B / ¢p ZL‘p dw‘|‘n;1np Hp+0(3+p m)

ou A,, et B,, sont les constantes définies par le développement

-1 I(s+p—1) A,
-1)=——+B,+0
sin(ws) I'(s)[(p) stp—1)= s+p—m T B+ O0ls+p—m).
On peut calculer les sommes Z§>1 nP~"™HP par la méme méthode qui a conduit
a la formule (19) (voir la démonstration du Lemme 3). La généralisation de la
formule (19) est la suivante :

. PNz p—1 P —nz 1 s =z
T;Hne = (-1) (p ;H ne 1 — e*ZLlp(e )
N o1 log(1 —e™?)
+(=1 p-1" (=)
—1 1 —z (. p—2 = k—2 p—k+1
- e;é(p)Jr(— i P F(p— k)L

Par exemple, pour p = 3, on obtient

R 1 1, log(l—e?)
Hie ™™ = —22N " H,e ™ Liz(e %) 4 =23 (———7)
V; ngl 1 —e* 2 1—e7
1 e ? 1
—e7? 2)) — ——.
3¢+ 2) = (B — 5

Ceci permet, comme dans le cas p = 2, d’exprimer les sommes Zn>1 n®HP en
fonction des sommes Zn>1 n®H,. On peut alors déterminer les constantes C,,_,
par la méme méthode que dans la section 2.1.
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