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Sur les coefficients de Laurent de la fonction zéta
harmonique

Bernard Candelpergher et Marc-Antoine Coppo
Université Cote d’Azur, CNRS, LJAD (UMR 7351), Nice, France

Résumé. Dans cette étude, on détermine les constantes intervenant dans le dé-
veloppement de Laurent des fonctions zéta harmoniques en utilisant le procédé de
sommation de Ramanujan des séries divergentes.

Introduction

Il est bien connu que la fonction ¢ de Riemann est analytique dans C\{1} et
qu’au voisinage de s = 1, on a

1
((s)=——=+7+0(s—1),
s—1
ou v désigne la constante d’Euler

n—oo
j=1J

1
v = lim {Z, — lnn} = 0.5772156649.. . .

Le procédé de sommation de Ramanujan (cf. [Can]) permet de sommer la série
1

don>1 # pour toutes les valeurs de s : si 2771221 — désigne la somme de la série au

sens de Ramanujan, on a la relation ([Can, Eq. (1.22)])

o=l - powrs#£L

R 1

et la somme Y n’est rien d’autre que la constante d’Euler  ([Can, Eq. (1.24)]).



Il est alors naturel, pour une fonction f(s) définie par une série de Dirichlet
> on>1 % et dont le prolongement méromorphe admet un pdle en s = «, d’étudier

comment sont reliées entre-elles la somme de la série >, ~; %= au sens de Rama-

no

nujan et la constante C,, intervenant dans le développement de Laurent
ol 1
f(s) = Z bp——-+Ca+ Z cn(s —a)"
n=1 (s —a) n>1

au voisinage de ce pole.

Pour examiner cette question, on va d’abord considérer le cas (relativement
simple) de la fonction analytique (y définie dans le demi-plan Re(s) > 1 par

n=1 n’
ou H = (H,) désigne la suite des nombres harmoniques. Apostol et Vu ([AV])
et Matsuoka ([M]) ont montré que cette fonction se prolongeait en une fonction
méromorphe dans C admettant un pole double o = 1 et des podles simples o = 0
et « =1 — 2k avec k > 1. La sommation de Ramanujan permettant de sommer
la série 3,51 ’Zg pour toutes les valeurs de s, on peut alors, pour chaque pdle «,
exprimer la constante C,, a l'aide de la somme Y%, 2 (formules (5), (7), (9)-
(12)). Dans le cas des poles aux entiers négatifs, on retrouve par cette nouvelle
méthode des résultats déja obtenus précédemment par Boyadzhiev et al. (cf. [BGP,
Corollaires 2 et 3]). Notre méthode a cependant 'avantage de pouvoir reformuler
plus agréablement ces résultats, tout en résolvant par la méme occasion la question

du pole double qui n’avait pas été traitée dans [BGP].

Dans la deuxieme partie de I’article, on prolonge notre étude en appliquant la
méme méthode au cas de fonctions zéta harmoniques plus générales, notées (gr ou
p désigne un entier supérieur ou égal a 2. La fonction (gy» admet des poles simples
a=1,2—p, 1—p, —p,et a = —p— 2k avec k > 1. Dans le cas p = 2, on obtient
une détermination complete des constantes C,, correspondantes (formules (15)—
(19)), ainsi qu'une évaluation des valeurs spéciales de la fonction (g2 en s = 1 —2k
pour k > 2 (formule (22)). Dans le cas général p > 2, on donne une expression
remarquablement simple de la constante C, au pole o = 1 de la fonction (g»
(formule (24)) et on indique une méthode permettant de calculer les constantes
aux autres poles de (yp.



1 La fonction (y

Définition 1. On appelle fonction zéta harmonique la fonction analytique Cz '
définie dans le demi-plan Re(s) > 1 par

avec

11 1
Hy=14-+4+—.
to gt

On rappelle que les valeurs spéciales de la fonction (5 aux entiers positifs p > 2
sont données par la célebre formule d’Euler (cf. [AV, WLJ)) :
p—2
2u(p) =@ +2)C(p+1) =D Ch+1)¢p-k)  (p>2)

k=1

On rappelle également (cf. [BGP, Eq. (22)]), que les valeurs spéciales de la fonction
(y aux entiers négatifs pairs sont données par la formule de Matsuoka :

ol les By, sont les nombres de Bernoulli 2.

Théoréme 1. Pour 1 < Re(s) < 2, la fonction (g (s) peut s’écrire

-7 Lap(ax R
Culs) = sin(7s) C(s) = /o W dr + Zl Z:l ' (1)

Démonstration. D’apres [Can, Eq. (1.33)], on a pour Re(s) > 1 la relation

> H, R H, +o0 1
Yy +A vt +y

s s s
n=1 n n>1 n Z

D’autre part, comme
Y(e+1)+7y=0(x)en0,

on peut, pour 1 < Re(s) < 2, décomposer cette derniere intégrale en la différence

/+°°¢(x+1)+vdx_/1¢(m+1)+vdm
0 0 ’

xs xS

1. Cette fonction est notée H dans [AV], et h dans [BGP] et [CGP].
2. Comme il a été signalé dans [BGP], la valeur (g (—2k) = —252¢ donnée dans [AV] est
incompléte. La valeur correcte est donnée dans [M].
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Pour = €] — 1, 1], on a le développement en série entiere

YE+1)+v=> (-1)""¢(n+1)z",

n>1

ce qui nous donne pour z €]0, 1], le développpement en série

¢($+1)+7:Z(

n>0
qui permet d’évaluer la premiere intégrale a I’aide du “Ramanujan master’s theo-
rem” (cf. [AMS, Théoréme 3.2]). On 'applique a la fonction ¢(s) = ((s + 2) qui
vérifie les hypotheses du théoréme pour Re(s) > —davecd =1—¢c,oun0<e <1
est quelconque. Ce qui donne pour 0 < Re(s) <1 —¢,

oo (x4 1)+ T
s—=17\~ v =) T T dr = 9 _
/0 7 x ) Sin(ﬂ'S)C< )
ou encore, pour 1 + ¢ < Re(s) < 2,
/+°°1/1(:c+1)+7dx: —_((s)
0 x® sin(7s) '
La formule (1) s’en déduit O

Remarque 1. L’expression (1) fournit immédiatement le prolongement méro-
morphe de la fonction (i dans le demi-plan Re(s) < 2. En effet la fonction

R Hn

SHy Y —-

n>1 n®

est analytique dans C tout entier (cf. [Can, Théoreme 9]), et les valeurs de cette
fonction aux points s = —k (k = —1,0,1,2,3,...) ne sont autre que les sommes,
au sens de la sommation de Ramanujan, de ces séries divergentes.

D’autre part, comme

YE+1)+7=0(z)en0,
la fonction

1
sr—>/ —¢<I+1)+7daﬁ
0 x

s

est analytique dans le demi-plan Re(s) < 2. Seule la fonction

¢(s)

présente des singularités dans ce demi-plan. Elle admet un pole double en s = 1
et des poles simples en s =0, —1,—3,—5, ...

—T

H
° sin(ms)
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1.1 La constante en s =1

Pour obtenir le développement de Laurent de (z en s = 1, on commence par

donner le développement de la fonction s +— — il ¢(s).
sin(7s)

Proposition 1. Au voisinage de s = 1, on a le développement

—T B 1 ~y 7L2 B .
Sn(rs) ((s) = ot oD T 7+ O0(s—1) (2)

ou 7y, est la lere constante de Stieltjes.

Démonstration. On a

- _ T _ exp(im(s — 1)) 2im(s — 1)
sin(rs)  sin(w(s — 1)) s—1 exp(2im(s — 1)) — 1

(X (s — R R s — 1)
s =175 k! >0 k!
_ - i - Z( Z 2]Bj)(_1)k:7r2k(s _ 1)2k

k>0 i+j=2k

iljl

1 2k 9IB,

— -1 k et R 2k -1 2k—1
so1 2 (Z (2k—j)!j!)” (s =17,

k>1 §=0

ou les By, sont les nombres de Bernoulli, ce qui donne

—m 1 72
— Tls—1)+-..
sin(rs)  s—1 N 6 (s=1)+

D’autre part, on a aussi

1

() =7 +tr—mls—1+--

En effectuant le produit de ces deux développements, on obtient 'identité (2) O

Définition 2. Pour tout entier p > 1, on pose

vy = (1) 3 (<R

n

3
—

Lemme 1. On a

ot



et pour p > 2,

dx .

V_
xP

B /1 Uz + 1)+ — S (1)1 + 1)a?
P 0

En particulier,

o [P ), )

T n—1 n

Démonstration. Pour x €]0, 1], il résulte du développement en série entiere

P+ D)y = S (1) 1,

n=1
que
¢(5L’ +x1) +7 — Z(—l)”_lg(n + 1)1,71—1 ’
n=1
et pour p > 2,
p—1 . . e
P+ 1)y = D (=1)TICG + Dat) = Y (=1 (n + 12"
j=1 n=p

Pour tout 0 <a < 1, on a

/0“ (b + 1)+7—Z§:(—1)j_1C(j +1)ad) de = /0 S (1) + 1) de

— i(_l)n-‘rl C(TL + 1) an—p+1
n=p n—p +1

?

la permutation des symboles | et ¥ étant justifiée par le fait que

i ((n+1)

a" P < 40
n—p+1

n=p
o - o , n+1¢(n+1)

Par le critere de Leibniz, la série alternée )°,,~,(—1) npi1 converge, donc, par

le lemme d’Abel pour les séries entieres, on a

i(_l)nﬂw = lim i(—mnﬂw o Pl

n—p+1 a>l n—p+1

n=p n=p

ce qui donne le résultat voulu. O



Il résulte des formules (1) et (2) le corollaire suivant :

Corollaire 1. Au voisinage de s = 1, on a le développement

1
o) = (=g (311) L O+ O0(s — 1)
avec
R H
Ci=CE) —m—vat >t ®)
n>1

On peut simplifier I'expression (3) en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2. On a la relation :

R 2
H, 2
Z:u_1+é—<(2)+71. (4)
n>1
Démonstration. On part de la relation
R
H, 1, 1 1 1/t
— == —((2) — = 7/ 2 1)d
Zln 57 T5¢@ -5+ [ Vet l)de

(cf. [Can, Eq. (2.6)]) qui est une conséquence immédiate de [Can, Théoreme 3].
Comme ¥(z + 1) = ¥(x) + 1/x, elle peut aussi s’écrire

X H, 2 (M2 Y() 1
Or, d’apres [Coh, p. 145], on a
1 2 1
/ <¢2(x) - 1:2) de =29 — 2¢(2) + 1.

Par soustraction, on obtient

R 1
25 2@+ 1= -2 @)+ ) =2 [ (@) 7)1 + ) da

2
n>1 n Xz T

Comme
11 (@+1)+4

(¢($)+7);+ﬁ=#,

on en déduit 'identité

ROH, Lop(x 4+ 1) +
227+<(2)_’72_2’71:2/0 Mydl’,

n>=1

qui, apres division par 2, n’est autre que la relation (4). O
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Il résulte alors de (3) et (4) que la valeur de la constante en s = 1 est

1, 1
01—57 +§C(2)

Remarque 2. D’apres [BB, Theoreme 2|, on a

Cl:nli_golO (Z—ln n—ylnn) .

La constante C'; n’est pas égale a Zgl % Numériquement, on a

R H
> =1 =10.5290529699... et C; = 0.989055995. ..

n=1 n

1.2 Les constantes en s =0 et 1 — 2k

Les constantes de (g aux poles négatifs ont été calculés par Boyadzhiev et al.
([BGP]). On va retrouver ces résultats par une autre méthode. La formule (1)

donne au voisinage de s = —k (k=0,1,2,...) le développement

s+ k et

ou on a posé (cf. [Cop))

e i(—l)" <) = /01 " (Y(x +1) +7) dr.

for n+k
On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2. a) Au voisinage de 0, on a

<), R
Cu(s) = - —¢'(0) =+ > H,+0(s)
n=1
1 1 3 1 1
= 5 t3 log(2m) — v + (27 t5-3 10g(27r)) + O(s),
c’est a dire 1
CH(S) = % —+ Co + O(S) s
avec ] 1

R
+ (D" (k) — v+ Y n"H, + O(s + k),

(6)



b) Au voisinage de 1 — 2k (k=1,2,3,...), on a

o) — 0= 26)

== “ 7 _ 2k —1
S+2]€—1+Cl 2k+0($+ k ),

avec

R
Crook = n** 1V H, — vy + ¢'(1 — 2k).

n=1

Pour k = 1, on a calculé (cf. [Can, p. 99])

> ntt, = 25— ogem) — (1) + |
nH, =—vy— - m)—((— —
DR TR T 8
et

1 1

=57 §log(27r) +1,
il en résulte que la valeur de la constante en s = —1 est?
1 1
Ci1=——7—=.
SR TRR

On peut simplifier la formule (8) a I'aide du lemme suivant.

Définition 3. Pour k£ > 1, on pose

R
~ B
Dy =Y n"H, — v + (=171 (—k) + 77 :“1 .
n>1

Lemme 3. On a D, = —%, Dy = i, et pour k > 2,

1 = <2k> B; By,
Doy = — | BorHop—1 + s 10
2h-1 = 5 [ Porllze- jz:(; i) 2= (10)
Boy,
Do = (2k -1 . 11
= (2k = 1) 2 (1)
Démonstration. La formule (9) donne immédiatement D; = —4. Au voisinage de
1 — 2k avec k > 2, on a d’apres (8),
¢ —2k) B
= — Doy, 2k —1
Cils) = g1 ~ Vg TP F O+ )

3. [BGP, Eq. (23)] donne par erreur C_; = v —

=



avec
Bsy,

R
Doy =Y n* "H, — oy + (1 — 2k) + Tor -

n=>1

D’apres [CGP, Eq. (15)] et [Cop, Propositionl], on a

. _ 2%—1 '
Z n2 g — (1 25”“) v+ Z (—1) (I;.:)C’(—j) + rok—_1,

n>1 §=0

1 2k—2 ) k
o
s = g+ X 1Y (j)c (=) + eas

ol cgp_1 €t rop_1 sont des rationnels. En soustrayant ces expressions, on obtient
alors

Doj—1 = rop—1 — Cop—1 -

Pour k£ > 2, on a (cf. [Cop, Eq. (7)])

H2k_1 + 1 - 2kz_2 . BJ -\ 9
2k 4k —2 =5 j(2k — )

et de [BGP, Eq. (22)] se déduit alors la relation suivante :

Cok—1 =

Hop 1 2l <2k - 1) B;Boy_j
Tok—1 = Cop—1 + Bay, + . = g
2k jz:%] J (2k — j)?

qui conduit a lexpression (10). D’autre part, les sommes 2521 n?*H,, sont liées
par la formule (6) au développement de (g au voisinage de s = —2k, (pour k > 1)
par

R
Cr(s) = —('(—2k) — voy + Y n** H, + O(s + 2k) .
n>1

Comme, par la formule de Matsuoka, on a

By | By B,
CH(—Qk)——4k + 5 =(2k—-1) e

on obtient ainsi pour k > 1,

R
B
Do = >" 0 H, — vy, — ¢'(—2k) = (2k — 1)—4;: .
n>1

10



Il résulte alors de (8) et (10) le

Corollaire 3. En s =1 — 2k avec k > 2, la valeur de la constante est

w2 <2k> B;Bay,_j

1
BoyHap—q + . :
]z:%) 7] 2k—

B
Chgpr = — 2y 4 =

2k 2k ' (12)

Exemple 1. En particulier, on calcule la valeur de la constante en —3,

1 1

Cs= 1907+ 283

2 La fonction (g

Pour tout entier p > 1, on considere la suite H? = (H?) des nombres harmo-
niques généralisés
"1
H? = —.
g
Nota Bene. Les nombres harmoniques généralisés sont traditionnellement notés
H® (cf. [Can, CC, WL]). On adopte ici la notation plus légere HP. Pour éviter
les confusions, on prendra soin d’écrire (H,)? la puissance p-ieme de H,,.
Pour tout entier n > 1, on a (cf. [Coh, p. 95])

HY) = tp(n)
ou 1, est la fonction analytique dans le demi-plan Re(x) > 1 définie par

(1!
(p—1)!

Définition 4. On associe a la suite H? la fonction analytique dans le demi-plan
Re(s) > 1 définie par

Up(x) = ((p) + 0" lp(z +1).

+o0 HP
CHT’(S> = Z ng )

n=1

qu’on appellera fonction zéta harmonique d’ordre p.

On démontre, pour la fonction (gp, 'existence d'un résultat analogue au Théo-
reme 1.

Théoréme 2. Pour 1 < Re(s) < 2, la fonction (gr(s) peut s’écrire

- I'(s+p-—1)
sin(ws) T'(s)['(p)

Can(5) = C(s—i—p—l)—/oldjpx(?dx—kzlif. (13)

n=1

11



Démonstration. Comme dans le Théoréme 1, on a, pour 1 < Re(s) < 2, la relation
=X HP R HP 400 1 T
Z S— s—l—/ l/Jp :c—/ Lpi)d:c.
n=1 n n>1 n 0 T

En dérivant p— 1 fois le développement de z — ¢(x + 1), on obtient pour z €]0, 1],
le développement en série entiere

T 50 (p—1)!

C(n+p+1)x"

Le “Ramanujan master’s theorem” nous donne alors pour 1 < Re(s) < 2,

+o0 4, () —m s(s+1)---(s+p—2)
/0 xS do = sin(7s) (p—1)! : (s+p—1)
—m I'(s+p—1)

- sin(ws) T'(s)[(p) (s+p—1).

]

La formule (13) fournit en outre le prolongement méromorphe de la fonction (g»
dans le demi-plan Re(s) < 2. Elle admet des pdles simples aux points

s=1,2—p, 1 —p, —p, =2k —p avec k=1,2,3,...
qui sont les podles de la fonction

- T'(s+p—-1) B
o sin(ws) T'(s)[(p) (stp—1).

2.1 Lecasp=2

Pour 1 < Re(s) < 2, on déduit du Théoreme 2 la relation

2

o) = sacoen) = [ D g o 5

sin(7s) x

La fonction (72 admet des podles simples aux points
s=1,0,—1,—-2,—-4,—6,...

qui sont les pdles de la fonction

S sC(s+1).

sin(7s)

On va entierement déterminer les constantes de (z2 en ses poles.

12



Proposition 2. a) Au voisinage de s = 1, on a le développement

Gnls) = <B4 0P 4 0(s - 1)

-1
avec
Y =9¢(2) - ¢(3). (15)
b) Au voisinage de s = 0, on a le développement
- @)
Crz(s) = —I—C + O(s)
avec .
Cy” =50 =7~ 1. (16)
¢) Au voisinage de s = —1, on a le développement
1 @)
= 1
CH2<S) 2(S+1) +O_1 +O(S+ )
avec
2) 1 1
c? Z—*C( o+ (17)

Démonstration. a) En s =1, d’apres (14), on a

1Y =((2)+¢'(2) - /0 BVl gy 5

Z n=1

Or, on sait (cf. [CC, Eq. (3)]) que

R H2
D=2 = ((3) - 1-{(2) — v
n=1
avec - 5
V_g = Z(_l)nM’
n=1 n

ce qui permet d’écrire

Grels) = <2 a2 - ) + @)

e+ 1) —¢(2)

X

dr —v_s.

H/lw r+1)—((2)

T

L’intégrale /
0
posant

dx se calcule par intégration par parties en

u=Yx+1)+v—-C(2)r et v:;.

13



11 vient alors

2

T T

[YEED GO gy [ ¥ D2 G0)

et aussi (par le Lemme 1) :

[ U, S+

On en déduit I'expression de la constante en 1 :

b) En s =0, d’apres (14), on a
, R
O = =y —¢(2)+ 1+ HZ.
n=1

Or, on sait que

R 3
> HI=2C(2) -2

n=1

(cf. [Can, p. 44]), on en déduit 'expression de la constante en 0 :

1
' = 5¢@ = -1,

c) En s = —1, toujours d’apres (14), on a
@ 1 1 1 LA
CH = -log(2m) + = — v — =¢(2) + > _nH;.
2 2 2 1

Par [Can, p. 82], on calcule la somme

R
5 1 3 1
H? = —((2) — = 1og(2 Sy -2
On en déduit I'expression de la constante en —1 :
@_ _ Loy o1
Pour les poles a = —2, —4, —6, ..., on montre le résultat suivant :

14

x
dx

= V_9.



Proposition 3. Au voisinage de s = —2k avec k > 1, on a le développement

BQk 2
Cre(s) = =7 + CU + O(s + 2h)
avec
O = —Buy + Dy (18)
ou, pour k =1,
5
Dég) T an
36
et pour k > 2,
222 (9k\ B;Bop_i 2k (2k\ B;Bay,_
DS} = BoHay + ()”’”— —1](.)42’”. 19
ok 221];0]%_] jgo()JjJrl (19)

Avant de donner la preuve de la Proposition 3, on commence par montrer le
Lemme ci-dessous.

Lemme 4. Pour tout entier £ > 1, on a la relation

L L 1 — By
Zn szan_lHn—i—iC(Q)—bk (20)
n=1 n=1 k + 1
avec .
(k\ B;Bj,_
b =1+ (1) .| =~
=143 ()22
Démonstration. On écrit
R 00 0o
> H,e " => H,e " — /1 (Y(x+1)+v)e P dx
n>1 n=1
1 1 _ z z o0
log(l—e™) e v — Y(x+1)e P dx
1 —e* z

et

R 00 00
S HZe =Y HZe o / (W (x + 1) — ((2))e da
n=1

n=>1 1

= e = @+ [t e

1 —e* z

En intégrant par parties la derniere intégrale, on obtient

—Zz

R 0
! . ((2)—6‘2(1—7)+z/1 P(x + 1)e ™ dx.

Z H?e ™ = T Lig(e™?) —

n=1

e

15



L’élimination du terme intégral dans les deux formules nous donne

R R - -
- - _ log(l—e7%) e ?
H2 nz _ _ Hn nz Li z\ _ 2) — z
(21)
Il suffit alors d’utiliser les développements suivants
log(l —e™* — 1—e* —
—z og( ) = & log ¢ + © log 2
1—e* 1—e* z 1—e*
-z & 1z* —z
= Bp—— 1
1—6*,; VR T T e 87

et (cf. [CGP, Eq. (133)])

1 1 > 1 2"
Lis(e™*) = 2 1 — By———
1l—e* b(e™) 1—e* <C()+zogz Z+Zk2::1 kk(k‘—i—l)k!)
pour en déduire que
R R _
1 e ” —z
H2 -nz _ _ Hn —nz _ 2
S H = e Y e (s~ SO
-z 1 2F
Bii_ —Zz
+1—e—Zk§::1 ST

En développant ces termes en puissances de z et en identifiant, on obtient pour
k > 1 la relation

R R k J
S nFH2 = k> nF'H, + g(2)(1_f’““) —B,—1-Y <k> (=1) B;By_j,

n>1 n>1 k+1 S\ i+l
c’est a dire
R R
STnFH? = k> 0T H, + arC(2) — by,
n>1 n>1
avec
a = 1= Bi11
Pk
et i '
E\ (—1)7
by =1+ (,),B-Bk_-
j;o gl +1 J J
qui n’est autre que la formule (20). ]
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On est a présent en mesure de démontrer la Proposition 3.

Démonstration. En s = —2k, d’apres (14), 'expression de la constante est
e, = B2 open—ony - ¢y 4 /1 2y (x4 1) da + i n?*H? .
a 2k 2k +1 0 et n

En intégrant par parties, on obtient :

1 1
/ Y (r+ 1) de=1—v— Qk/ o Np(z + 1) da .
0 0

Or,
1

1
/0 2 Np(z + 1) doe = vy — oYLl

et 19,1 peut s’écrire

R
B
Vok—1 = Z n®*'H, + ('(1 - 2k) + 272;7 — Dop—1,
n=1

avec Dy = —%, et Dog_1 donné pour k > 2 par la formule (10) . Il en résulte que
1 R
/ M (x4 1) doe =1 — 2k('(1 — 2k) — Bogy — 2k > n* 'H,, + 2k Doy .
0 n=1

Une simplification importante découle alors du Lemme précédent. En effet, par
(20), on a la relation

R R
> n**H? = 2k > n*1H, +

n=>1 n>1

2% + 1C(2) b

ou by, est le rationnel

2k
(2k\ B;Bgj_;
b =1+Z—1J<.>U.
2 j:0< ) J J+1

On en déduit que
CC) = By + Dy

avec B
Déi) = 2726 + QkDQk_l — bgk + 1.
Ce qui donne
5
D§2) = T 55
36
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et pour k > 2,

2%—2 2%

o DBa 2k\ B, Bay_; (2k\ B;Bay_;

DY = By H 3 el o V) G e e
2% 2k+ ok Hog— 1+Jo<j>2k—j j:O( ) ) i+ 1

Exemple 2. La valeur de la constante en —4 est

1 1
c® =y —.
17307 600
La formule (14) permet en outre de calculer les valeurs spéciales de la fonc-
tion (g2 aux points s = —3,—5,—7,.... Plus précisément, on montre le résultat
suivant :

Proposition 4. Pour tout entier £ > 2

Boy, (2k — 1)(2k — 3)Bop_o %ZQ (Qk: )BjB%_l_j
J

Cr2(1=2k) = ——77((2) =

Ak —1) jt+1
(22)

Démonstration. On a par (14),

Ce(1 = 2k) = (1 — 2k)C'(2 — 2k) — fg +/ Ly (x4 1) dx + Zn% LH? .
n>1
En procédant comme dans la preuve de la proposition précédente, on obtient
R R 1
Cua(1—2k) =Y n®*'H2 — 2k — 1) Y n*?H, — ﬁg(z) + 14 (2k — 1) Dy,

n>1 n=1

avec Dy donné par la formule (11). La relation (20) entre les sommes

R R
Z n2k_1H72L et Z n?k—QHn

n>1 n>=1
conduit alors & la formule (22) . O
Exemple 3. La valeur de (y2 au point s = —3 est
1 1
2(—3) = —((2) + —.
e (—3) = 502 + =
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2.2 La constante en s =1
La proposition suivante prolonge l'identité (15) démontrée dans le cas p = 2.

Proposition 5. Pour tout entier p > 2, la fonction (g» admet, dans un voisinage
de s = 1, le développement
¢(p)

Gn(s) = 225+ O+ 0(s — 1), (23)

avec

P =2Cp) +Cp+ 1) — Culp). (24)

Démonstration. Pour p = 2, I'équation (24) n’est autre que la formule (15) du fait
que (g (2) = 2¢(3). Dans la suite, on suppose p > 3. D’aprées le Théoreme 2, on a
dans un voisinage de s = 1,

Cov(s) = f(p) +C0P 4+ 0(s-1),

—1
ou
(p) / p R Hp
G = H, 1 ¢(p) +{'(p) + Ip + Z (25)
n>1
avec

1 Lo Wz +1) = (=P (p — 1)!¢(p)
h=10_ 1)!/0 p du

On integre p — 1 fois par parties ce qui conduit a la relation
(=1L, = (=1)Pv_p — Hy-1((p)
I (k+ ] (k+j-1)!

_1|Z —j—1) Z

k=1
1 p2

+ o kz:%(—l)kk!(p —k—2),

L /1 Pt +y = SR P+ s gpeéte)

par le Lemme 1. Pour simplifier la relation précédente, on se sert des identités
suivantes :

1 22 E2(-DF 1+ (=1

ﬁ;( )k'(p k_2 _1];)( ) D )

(p
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et

(=PI, = (=1)Pv_p — Hy-1((p) + 0y (26)
ey 2 TG
o= S e [P
D’autre part, d’apres [CC, Eq. (9)], on a
R HP
> =) +<p+1) = Culp) —op = ¢'(p) = (—1)'vy. (27)

En remplagant les second membres de (26) et (27) dans (25), on obtient alors la
formule (24). O

Exemple 4. Les constantes en s = 1 des fonctions (g3 et (4 sont respectivement

O =¢(3) — 2¢(4)

4
et
4
O =7¢(4) = 20(5) +¢(3)C(2)
Remarque 3. D’apres [BB, Theoreme 2], on a

c? = lim (i?—((p)lnn) :

n—00
k=1

Remarque 4. La formule (24) s’étend au cas p = 1 a condition de remplacer (1)
par v (la constante de ( en s = 1) et (y(1) par C; (la constante de (g en s = 1).
Ceci conduit a ’équation

Cr=7"+¢(2) - Cy

qui permet de retrouver la formule (5).
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2.3 Une méthode pour calculer les autres constantes

Pour p > 3, on a vu que les pdles de (g» différents de 1 sont situés aux points
m — p avec
m=2,1,0 -2, —4, —6,...

Au voisinage de s = m — p, on a le développement de Laurent,

Am ! g 4 N g
Cin(9) = 7+ B = [ ala)a? ™ S+ O(s 4 p = m),

ou A,, et B, sont les constantes définies par le développement

—m I'(s+p—1) o As . o
sin(ws) T'(s)[(p) Clstp 1)_S+p—m+Bm+O< +p )

On peut calculer les sommes Zgl nP~"™HP par la méme méthode qui a conduit
a la formule (21) (voir la démonstration du Lemme 4). La généralisation de la
formule (21) est la suivante :

R . 1 . R
HPe™ = (=17 ————2P~ H,e ™ + Li,(e™®)
n%:l (p—1)! 1122:1 1—e2 P
_ 1 1, log(1 —e?)
—1)p-1 p—1
eV i)
1 p!
et 1 T R - ) — k4 1))
(p - 1)! k=2
e * 1 p—l

A=) (p — k)

e C(p) + (_1)}771 (p _ 1)' P

Par exemple, pour p = 3, on obtient

R 1 R
Z ng’"z = 522 Z H,e ™ +

_ —Z
n>1 n>1 l—e

Ceci permet, comme on I’a fait dans le cas p = 2, d’exprimer les sommes Z&l n* HP
. R .k
en fonction des somme 37~ n"H,.
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