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Nouvelles relations de réciprocité entre sommes

d’Euler

Marc-Antoine Coppo et Bernard Candelpergher
Université Cote d’Azur, CNRS, LJAD (UMR 7351), Nice, France

Abstract. In this study, we apply the Ramanujan summation method to a certain
class of Euler sums. This enables us to provide new reflection formulas that extend
the well-known relation of symmetry between reciprocal linear Euler sums.
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Introduction

L’étude des sommes d’Euler a une assez longue histoire qui remonte au milieu du
18eme siecle. En réponse a une lettre de Goldbach datée de décembre 1742, Euler
a été amené a considérer, pour des entiers positifs p et g avec ¢ > 2, les séries
infinies

oo f(p)
Spq = Z Z )
n=1
ol les H®) sont les nombres harmoniques généralisés qui, pour p = 1, se réduisent
aux classiques nombres harmoniques H,, = H(". L’importance des nombres har-
moniques provient du fait qu’ils apparaissent (parfois de maniere assez inattendue)
dans différentes branches de la théorie des nombres et de la combinatoire. De nos

jours, les sommes S, , sont appelées sommes d’Euler lineaires (cf. [11]). Euler a
découvert que, pour tous les couples (p, ¢) vérifiant p = 1, ou p = ¢, ou p+¢ impair,

n
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ces sommes pouvaient s’exprimer comme des combinaisons de valeurs de zéta (i.e.
les valeurs de la fonction zéta de Riemann ((s) = >°,>; n~° aux entiers positifs),
un résultat remarquable qui sera retrouvé et complété plus tard par Nielsen!.
Parmi les belles formules déja connues d’Euler?, on retiendra notamment :
— La relation de symétrie (cf. [9, 11]) :

Spg+ Sgp = C(p)¢la) +¢p+q)

qui permet d’exprimer S, , en fonction de S, (et réciproquement).
— La formule d’Euler (cf. [9, 11]) :

p—2
281, = (P+2)C(p+1) = 3 p—j)CG +1)
j=1
qui sera plusieurs fois redécouverte au cours du 20eéme siecle (voir [9, Remarque
3.1] pour des précisions historiques).

Le procédé de sommation de Ramanujan apparait dans le chapitre VI de son
second Notebook. Desservie par les ambiguités (observées par Hardy®) dans la
définition de la “constante d’une série” qui rendaient son utilisation malaisée, la
méthode de Ramanujan, basée sur la formule sommatoire d’Euler-MacLaurin, était
quelque peu tombée dans 'oubli. Elle a connu un renouveau d’'intérét a la fin du
20eme siecle lorsqu’une définition claire et rigoureuse du procédé a été donnée en
méme temps que le lien avec la sommation usuelle était completement éclairci. On
trouvera dans [2] une synthése magistrale des définitions, principales propriétés,
et domaine d’application de la sommation de Ramanujan.

Le procédé de sommation de Ramanujan s’applique naturellement aux sommes
d’Euler et permet de traiter simultanément le cas convergent et le cas divergent. En
particulier, on calcule les sommes (au sens de Ramanujan) correspondant respec-
tivement a Sy, (cas convergent) et S, 1 (cas divergent) ce qui permet de prolonger
la classique relation de symétrie entre sommes d’Euler réciproques énoncée plus
haut (voir Propositions 1 et 2 et Théoréme 1).

1 Sommation de Ramanujan des sommes d’Euler
On rappelle que les nombres harmoniques généralisés sont définis par

T S 1
H =0 et H,‘J”)ZZp pour n,r=1,2,....
k=1

1. N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunction, Teubner, Leipzig, 1906.

2. Ces formules sont données (sans démonstration) dans son célebre article de 1776 Medita-
tiones circa singulare serierum genus, E477.

3. G. H. Hardy, Divergent Series, Clarendon press, Oxford, 1949, Chapitre XIII.



Pour r = 1, ils se réduisent aux classiques nombres harmoniques H,, = H(" . On
a les expressions suivantes (cf. [5, p. 95]) :

Hn:"l}(n—'_l)_‘_'y)
ou 1 désigne la fonction digamma (= I”/T") et v la constante d’Euler, et pour
p=2,

Y = wap-lwn 4.

Définition 1. Pour tout entier p > 1, on définit la fonction et s — ¢ (p, s) comme
étant le prolongement analytique de la fonction définie pour Re(s) > 1 par

~+00 400
Z HT(LP) n_* — / Yp(x) ™ dx
n=1 1

avec 11 (z) = ¥(z + 1) + 7, et pour p > 2,

(=1
(p—1)!

D’apres [2, Théoréme 9], la fonction s — (®(p, s) est une fonction analytique
dans C tout entier. Les valeurs (®(p, ¢) sur les entiers s’interprétent alors comme
la somme au sens de la sommation de Ramanujan de la série },~; HP) na,

La fonction s — (®(1,s) est reliée a la fonction zéta harmonique Cy (cf. [4])
définie pour Re(s) > 1 par

P p(x 4+ 1)+ ((p).

Yp(z) =

Cu(s) = i H,n™*,
n=1

au travers de la relation

[e.9]

¢*(1,5) = Culs) —/ 2 (W(x+1)+7) dx pour Re(s) > 1.

1

Comme
Culp) =81, pourp=2.3,...,
on en déduit la relation :

P+ +y
TP

CR<17p) = Sl,p - /1



2 Calcul de ¢*(1,p)

Pour calculer la somme ¢*(1,p), on commence par énoncer le lemme suivant :

Lemme 1. Pour tout entier p > 1, on considere les nombres 7,, définis par la série
alternée semi-convergente

n= Sy SEER) )
k=1

a) Pour p > 2, on a la formule

= In(n+1)
n=1 n?
b) Pour p > 3, on a la relation

[ 0 S E - e - @

xP

qui, pour p = 2, se réduit a
00 1
/ —w<x+2)+7dx:—("(2)—72.
1 x

n(n+ )

Démonstration. a) Pour p > 2, on peut décomposer la série > on>1 comme

suit : o 1 - © 1 )
yo el n(”+ ln(l—i— )

nln

n=1 n=1

En développant In(1 + 1 / n) en série entiére, on obtient alors I'expression :

San(eD)-EaE ()] -or

n=1 n=1 k=1 n

d’ou il résulte que
> In(n+1)

> ———=—¢m) - (=1)'7.

p
n=1 n

b) Pour p > 3, le développement de Taylor du logarithme s’écrit

o0 1
k -1
+ (—1)Pa? / ——dt
( ) 1 tp—l(t—l—x) ’

n(x+1)—li1(_



ce qui donne, pour tout entier n > 1,

In(n +1) :Z ol T <—1>p/1wtp—w1t+mdt'

npk i nP—J

En sommant, on obtient

iw _ (_1)1”/100de+]§ <_1j)]_ Cp—1J)-

xP

Jj=1

La formule (4) se déduit alors de (3). Pour p = 2, cette formule se réduit simple-

ment a o ) In )
< ap(x+1)+ = In(n +
[T DAY gy O )y, )
1 x = n
O
Remarque 1. Les nombres 7, (pour p = 1,2,...) ont été étudiés de maniere

approfondie dans [7] et apparaissent aussi dans [4].

Proposition 1. Pour tout entier p > 3, on a

Fl1p) =8, - 5 T

j=1

Clp—J)+ (=17 (p) + 75, (6)

ou 7, est la somme de la série alternée définie par la formule (2). Il en résulte la
formule

CR(1,20) = (1))~ 3 C20—7)C(H1) - 3 <—]_1>j€(2p_j)+</(2p)+72p,

(7)

qui, pour p = 1, se réduit a
¢F(1,2) =203) + {'(2) + 7.

Démonstration. Par (1), on a la relation

CR<17P) — Slvp_/oow(x—i_l)—i_fydx’
1

TP

et, par (4), on a aussi

(_1>p /100 w dr = _C/(p) o (_1)p7_p +]§: <_'1)j C(p i j) .

P J
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La formule (6) en résulte immédiatement. On en déduit 'identité (7) en exprimant
S1,2p & l'aide de la formule d’Euler

p—1

Sigp=(p+1)C(2p+1) = > ¢(2p—3j)C(H +1). (8)

Jj=1

Exemple 1.
¢(1,2) =2(3) +{'(2) + 7,

¢R(1,4) = 3¢(5) = ¢(3)¢(2) +¢(3) - ;C@) +{ @) +m,

CR(1,6) = 4¢(7) — CRICA) — CR2)() +C(5) — 364 + 3¢(3) — ¢

2
+ </<6) —+ 76 -

Remarque 2. On notera 'analogie formelle entre la formule (7) et la formule
“duale”donnée dans [6, Eq. (8)] :

(1L =29) = 01— 20) 4 (20) + iy
avec . ()
_ C1\k
w=Y Ve, @21,
En particulier, on a
L2 = (=2 4wt 5
et
R4 = (-0 +m— o
3 Calcul de (®(p,1)
Proposition 2. Pour tout entier p > 2, on a
Rp, 1) = 2Cp) +Cp+1) = S1pp — 0, = {'(p) = (=1)F7, (9)
ou o, est défini par oy = 1, et pour p > 3,
I G L VT SO KV B O LIVt S L



Il en résulte la formule

p—1

¢®(2p,1) =v¢(2p) —pC2p+ 1) + D C2p—5)C(j+ 1) — 09, — ¢'(2p) — 7p, (11)

=1

qui, pour p = 1, se réduit a

F(2,1)=7(2) = ¢B3) 1= (2) — 7.
Démonstration. En sommant (au sens de Ramanujan) les égalités suivantes :

HP 1 1L &1 1=yt
R =n Y P T(n+ 1),

ymP - n(p—1)

on obtient

> GO A S

D
n>1 n n n>1 n m=n-+1 m
R 1 (_1)p71

=2

n>1 n (p - 1)'

1 =1 —1)P Foo 1
(=1) / O p(z +1)=dx,
1 n m=n-+1 mpP (p - 1)' 1 Zz

O h(n+1)

le symbole 2521 désignant la somme de la série au sens de la sommation de
Ramanujan (cf. [2]). Comme

+0o0 —+00 —+00
1 1 H,
> - =) =+ 1),
n>1 n m=n-+1 m n=1 n
ceci peut encore s’écrire

> (HU - qp)) ()Y ey L /fma“ww 12 da.

T

n>1 n L n=1 np (p - 1)'
On a donc
R [P Ry =) (=1)P [0 1
no_ -3 / o1 )= dz
2 ¢(p) +¢(p +1) 2ot Yz +1)—do
c’est a dire :

1y ),

(p—1)! x (12)

. 1) =+¢(p) +¢(p+1) = S1p+



On calcule Uintégrale figurant dans le second membre de (12) en intégrant p — 1
fois par parties. Pour p = 2, on obtient simplement

/+°08@Z)(x+1)dx:/w@b(anl)Jrvdw _q
1 1 ’

T 2

ce qui, par (5), permet d’obtenir (9). Dans la suite, on suppose p > 3. De 'identité

PHH() = (1P - )+ (P - R -k +1) -k 21)

(cf. [5, Proposition 9.6.41]) découle la relation

(Z0P et 1) o (P D) Ay
(p—1)!/1 v dz = (=1) /1 w
J J

- ml;)(_l)kk!(p_ k—2)¢(p—k—1)— mkgo(_l)wp_ _—

Le dernier terme peut se simplifier par la formule :

- - B (—1)
Pip— k— 2) Z())_+;)
(cf. [10, Eq. (14)]). Apres réindexation des indices de sommation, on a aussi
| S - 9—1)(p—j—1)!
kl(p—k=2)!¢(p—k—1) = C(p—7)-
PRV S

Enfin, par (4), on a

[T =S S - ) - o) - (1

P =
Finalement, la formule (12) peut se réécrire

(1) =¢p) +<¢p+1) = Sip — C'(p) — (—1)P7, — 0y,

(= 2 (G- Dip—j— 1) (=1 .
Up—p+];(—1) 1) Clp—17)— 2 C(p—1J)

ce qui établit la formule (9). La formule (11) s’en déduit aussitot par la formule
d’Euler (8). O



Exemple 2. Les premicres valeurs de o, sont

oy =1,
75 = 5¢(2),
7= 20@) ~ 3@ + 5,
75 = 2(4) — 503) + 16(2).
75 = £0(5) — 56 0() + 15C(3) —~ £C2) + 3.
1l en résulte que

CR(2,1) =7¢(2) ~ ¢(3) ~ 1~ 2) ~

CR(3,1) = %) - 3010) = 56(2) = (@) + 75,

CR(4,1) = 1G(4) — 20(5) + C(B)C(2) — 36(3) + 562) — 3 — () =7,

CR(5,1) = 5C(5) = 0(6) = 6(0) + SCB? + 15¢B3) = 16(2) = (5) +75.

Remarque 3. On peut déduire de [3, Eq. (27)] une expression différente de o,.
Considérons

200)= Y ety iz ),

En décomposant en éléments simples la fraction rationnelle les sommes

1
n' (n+1)J7°
Z(1,7) s’expriment comme des combinaisons Z-linéaires de valeurs de zéta et

d’entiers relatifs. La formule [3, Eq. (27)] se traduit alors par l'identité

p*ll
UPZZ%Z(])—/{;,/C).
k=1

4 Une formule pour ¢*(1,1)

La formule suivante (cf. [2, Eq. (3.23)]), dont on donne ci-dessous une nouvelle
preuve, permet de prolonger la formule (9) pour p = 1. On a

L) = 277~ 560 +m 471, (13)

2
ou 7, est la premiere constante de Stieltjes et

lei(_DkJrlM: illn(l""i) :/Old)(x—’—l)ﬂdx.

k=1 k n=1 Z



Démonstration. La relation

R =577+ 560 — 545 [ P+ Dds

(cf. [2, Eq. (2.6) p. 40]) est une conséquence directe de [2, Théoréme 3]. Comme
Y(x 4+ 1) = (x) + 1/z, elle peut aussi s’écrire

/01 (W(a;) + 21/’%) + ;) dr =2¢%(1,1) —* = ¢(2) + 1.

Or, d’apres [5, p. 145], on a
1 2 1
[ (@) -2 = ) do =2 - 20(2) +1
0 T

T

Par soustraction, on obtient

2 [ (W) + )5 + ) de = L) =7 = (@) + 1= (2~ 2(2) +1).

Comme .
(w(:r)+v)5+; =,
on en déduit l'identité
1 1
2 [MPEE T gy 2ocm(1,1) 4 (2) 92— 2

Le développement de 1 en série entiere :
e+ 1) =—y+ Y (-D"C(n)z"" (2] <1)
n=2
permet d’identifier 'intégrale du membre de gauche avec la série 7 :

=T1.

/1 w(:c+1)+’ydx: i(_l)nHC(n—Fl)

T n—1 n

On obtient alors la formule (13) apres division par 2. O

Remarque 4 (autre expression de (®(1,1)). On reconnait en ¢%(1,1) la con-
stante k1 = 0.5290529. .. qui a été étudiée en détail dans [1]. On a en particulier
I’expression intégrale suivante :

Ly+Inx —li(l —x
= [0,

(cf. [1, Eq. 34]) ou li(x) désigne le logarithme intégral.

10



5 Formules de réciprocité

5.1 Le cas pair

Théoréme 1 (premiére partie). Pour tout entier p > 2, on a

2p—2 ' 1
CF(1.2p) + CF@p 1) = 9C(2p) + ¢+ 1) = D (4@ =)~ (14)
=1
avec _ _
g U-DiEZp—-1-7)
! (2p—1)! '
Démonstration. En effectuant la somme des identités (7) et (11) , on obtient
R R T2 (1) :
1) + L 20) = (2) + (@ + 1) = D (@ —J) — o
=1

L’identité (14) s’en déduit aussitot en remplacant oo, par son expression donnée
par (10). O

Exemple 3. Pour les premieres valeurs, on obtient les relations suivantes :

¢®(1,2) +¢F(2,1) =¢(2) +¢(3) — 1,

CR(1L4) + CR(, 1) = 5C(4) +C(5) + 363 — C2) 5,
CR(1,6) + C¥(6,1) =16(6) + (1) + C(5) — 55C() + 5:0(3) — 5:C(2) — 5.

5.2 Le cas impair

Théoréme 1 (deuxiéme partie). Pour tout entier p > 2, on a

<R(17 2p - 1) + CR(2p - 17 1)
2p—3

=¢(2p = 1) +¢(2p) = > (=1YC;¢(2p — 1 =)

j=1

— 2<I(2p — 1) + 27'21;,1 (15)

avec

C; =

G—DZp-2—-j) 2
(2p —2)! j

11



Démonstration. En effectuant la somme des identités (6) et (9), on obtient

p72

Rp, 1)+ C*(L,p) =p) +Cp+ 1) — 0, — Z
+ (1= (=1)")7, + ((=1)" = 1){'(p) -

11 en résulte la formule suivante

2p— 3
*p—1,1)+CR*(1,2p—1) = C(2p) +7¢(2p— 1) — 02— 1+Z )]

¢(2p—1-j)
— 2( (2]) — ].) + 27—2}7—1

d’ou se déduit 'identité (15) en exprimant og,—1 par (10). On remarquera qu’a la
différence du cas pair, le terme constant de o9, est nul. O

Exemple 4. Pour les premieres valeurs, on obtient les relations suivantes :
3
C1,3) + B 1) = 9CB3) +C(4) = 54(2) = 2('(3) + 27,

CR(L,5) 4+ CR(5,1) = 7C(5) + C(6) — +C(4) + 15C(8) — (2) — 2C(5) + 275,

4 12
CRLT) + T, 1) =1G(T) + C(8) — 5 C(6) + fwwé&w+§®—;w>

— 2§,<7) + 27’7 .

6 Sommes harmoniques faisant intervenir les nom-
bres de Cauchy

On considere la suite des nombres rationnels positifs (A,),>1 appelés nombres de
Cauchy non-alternés® (cf. [3]) qu'on peut définir par la fonction génératrice

T N\,
T T e 1
= Tl (<D,

d’ou se déduit facilement la relation de récurrence

-1
E ———— == (n>2).
= kl(n—k

4. Les nombres de Cauchy classiques (cf. [8]), notés ¢, sont définis par ¢g = 1, et ¢, =
(=1)"=\, pourn>1.

12



Cette relation permet de calculer récursivement les premiers termes de la suite :

1 1 1 19 9 863
M==, ==, 3=-, M=—,A=—, =—,- etc.
1 9 ) N2 6 y N3 4 y N4 30 5 \D 4 y \6 34 ) etc
On introduit également les sommes harmoniques V, , et W, , définies respec-
tivement pour p,q > 1 par

<\, HP) >\, (H,)
V = - n t W = o n
2 nz=:1 n! ng © P nZ::l n! nd

On rappelle le résultat suivant qui est bien connu (cf. [3, Example 8]) :
V171 = W171 = <(2) - 1 .

Proposition 3. Pour les premieres valeurs, on a les formules suivantes :

Vou =2((3) +{'(2) + 72, (16)
Vie=Wi=7((2) —((3) —1-((2) — 7, (17)
WQ,IZ_C,(Q)—TQ—lziln(?;;—l)—l. (18)

Démonstration. On déduit de [2, Théoreme 18] les identités

<\, H? <\, H,
CR(L 2) = Z ——r = V2’1 et CR(Q, 1) = Z 5 = VLQ == WLQ .

|
—nln

Il suffit alors d’appliquer les formules (7) et (11) avec p = 1 pour en déduire re-
spectivement Vs 1, Vi 2 et W 9. Par ailleurs, d’apres [3, Exemple 8], on a également
la relation

CR(1,2) + Way = 2¢(3) — 1,

ce qui permet d’en déduire la valeur de W, ; donnée par (18). O

Remarque 5. On conjecture que la relation

Wiz =Wai1 +7((2) — ¢(3)
déduite de (17) et (18) se prolonge de la fagon suivante :

Conjecture. Pour tout entier p > 2, la relation suivante est vraie :

Wl,p = Wp,l + ’}/C(p) + C(p + 1) - SLP :

13
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