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Sur la sommation de Ramanujan des sommes

d’'Euler

Marc-Antoine Coppo et Bernard Candelpergher
Université Cote d’Azur, CNRS, LJAD (UMR 7351), Nice, France

Résumé. Dans cette étude, on applique le procédé de de Ramanujan de somma-
tion des séries a certaines sommes d’Euler linéaires ce qui nous permet d’établir de
nouvelles identités prolongeant celles déja obtenues dans des travaux antérieurs.

Introduction
L’étude des sommes d’Euler a une assez longue histoire qui remonte au milieu du

18eme siecle. En réponse a une lettre de Goldbach datant de 1742, Euler a été
amené a considérer, pour des entiers positifs p et ¢, des séries infinies de la forme

oo
Sp,q = Z
n=1

7(Lp)
nd ’

ot les H®) sont les nombres harmoniques généralisés qui, pour p = 1, se réduisent
aux classiques nombres harmoniques H,, = H(". L’'importance des nombres har-
moniques provient du fait qu’ils apparaissent (parfois de maniere assez inattendue)
dans différentes branches de la théorie des nombres et de la combinatoire. Les séries
Sp.q sont appelées de nos jours les sommes d’Euler linéaires. Euler a découvert que
pour tous les couples (p, q) vérifiant p = 1, ou p = ¢, ou p + ¢ impair, les sommes
d’Fuler linéaires pouvaient s’exprimer comme des combinaisons de valeurs de zéta
(i.e. les valeurs de la fonction zéta de Riemann ((s) = 3,5 n~° aux entiers posi-
tifs), un résultat remarquable qui, par la suite, sera retrouvé et complété par N.
Nielsen!.

1. Handbuch der Theorie der Gammafunction, Teubner, Leipzig, 1906.



Le procédé de Ramanujan de sommation des séries figure dans le chapitre VI
de son second Notebook. Desservie par les ambiguités (observées par Hardy?) dans
la définition de la “constante d’une série” qui rendaient son utilisation malaisée,
la méthode de Ramanujan, basée sur la formule sommatoire d’Euler-MacLaurin,
était quelque peu tombée dans l'oubli. Elle a connu un renouveau d’intérét a
la fin du 20eme siecle lorsqu’'une définition claire et rigoureuse du procédé a été
donnée en méme temps que le lien avec la sommation usuelle était complete-
ment éclairci. Une synthese exhaustive des définitions, principales propriétés, et
domaine d’application de la sommation de Ramanujan est contenue dans [Can],
monographie qui développe en outre un formalisme algébrique adéquat perme-
ttant d’englober le procédé de Ramanujan et les autres méthodes classiques de
sommation des séries dans un méme cadre unificateur (cf. [Can, Chapitre 5]).

Dans cette étude, on applique le procédé de sommation de Ramanujan aux
sommes d’Euler réciproques Sy, 1 et Si,. Ceci nous permet d’établir de nouvelles
identités (voir les Propositions 1 a 4) qui généralisent celles déja données précédem-
ment dans [Can] et [CC].

1 Préliminaires

Définition 1. Les nombres harmoniques généralisés sont définis pour tout entier
positif p par

L
Hép):(] et Hr(lp)::z,—p pour n > 1.
j=1

On pose H, := HY . On a (cf. [Coh, p. 95])

P p(n+1) +((p),

n

H,=¢n+1)+~y e HP = ED)

ou 1 désigne la fonction digamma et v la constante d’Euler.
Pour des entiers positifs p et ¢ avec ¢ > 2, on définit la somme d’Euler linéaire
Sp.q Par
> H (p)

2w

On rappelle qu’'on a la relation de réciprocité (cf. [Sit, Eq. (3.4)])

Spa+ S =C)C(@) +¢(p+q)  (pourp>2etq=>2),

2. Divergent Series, Clarendon press, Oxford, 1949, Chapitre XIII.




ainsi que la formule d’Euler?® (cf. [Sit, Théoréme 3.1] , [WL, Eq. (3.6)]) :

p—2

251, =(P+2)Cp+1) =D Clp—k)C(k+1).

k=1

1.1 Sommation de Ramanujan

Du point de vue de la sommation de Ramanujan, on a démontré la relation de
réciprocité suivante (cf. [Can, Eq. (2.11)]) qui est une conséquence directe de
[Can, Théoreme 3] :

R l{n R fﬂ?)
ST T ) 4 (3) - 1, (1
n=1 n>1

ol le symbole Zn>1 désigne la somme de la série au sens du procédé de sommation
de Ramanujan (cf. [Can]). D’autre part, on a l'identité suivante qui résulte de
[Can, Eq. (1.33)] :

Z 3) +('(2) + v (2)

i n+2)

n

Cette identité est, pour le procédé de sommation de Ramanujan, 'analogue de la
formule d’Euler

2
n=1 n

Par soustraction de (1) et (2), on déduit que

R g2
> =2 =B 1= v, (3)

Dans la suite, on va donner une méthode permettant de prolonger les identités
précédentes.

3. Cette célebre formule apparait pour la premiere fois dans Meditationes circa singulare
serierum genus (1775), Opera Omnia, Series 1, vol. 15, pp. 217-264, elle sera maintes fois
redécouverte au cours des siecles suivants.



1.2 Relations fonctionnelles

Avant d’étendre les formules (1), (2) et (3), on commence par en donner une
interprétation fonctionnelle.

Définition 2. Pour tout entier p > 1 et s € C, on pose

Fip = >

s
n>1 n

D’apres [Can, Théoréme 9], la fonction s — (®(p, s) est une fonction analytique
dans C tout entier. En particulier, la valeur (®(p, 1) de cette fonction en s = 1 est
(»)
la somme au sens de la sommation de Ramanujan de la série divergente 3°,, -, H;{p .

La fonction s — (®(1,s) est reliée a la fonction zéta harmonique (x* définie

pour Re(s) > 1 par

Cu(s) = i H,n>*,
n=1
au travers de la relation (cf. [Can, Théoreme 2|)
L) =& = [ o e+ +y)dr (Re(s)>1).  (4)

Comme (g (p) = Si,p, les valeurs spéciales aux entiers positifs de la fonction (g
sont données par la formule d’Euler :

Gnlp) = 5+ D0+ 1)~ 3 S Clp =BG +1) (2 3).
En particulier,
Grl2n) = (- DG+ 1)~ S C2p - K1) (p22). (B)

Les identités (1), (2), et (3) peuvent se réécrire sous la forme équivalente suiv-
ante :

CR(L 2) + <R<27 1) = 7C(2>
¢R(1,2) = 2((3)
CR(2,1) =7¢(2) = C(3) =1 =¢'(2) —vs.

4. La fonction (g est notée h dans [Can].




2 Extension de l’identité (2)

On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 1. Pour tout entier p > 1, on pose

— _1)13 i(_l)n M . (5)

n

On a les relations (x4 1)+
/1 % de =—-v_y—('(2),
et pour p > 3,
- P=2(_1\p—j
JREL A RS TES Uj)ap — ) = v = (F ). (6)

P
x =

Démonstration. Le développement de Taylor du logarithme permet d’écrire
p=2(_1)i-1

Sl

o 1
k -1
+ (=1)Pa? / ——dt,
o (1) 1 T (t+ x)

ce qui donne, pour tout entier n > 1,

1 1) 22 (—1)7! 1 00 1
M:Z( ) _,—l—(—l)p/ —1—dt'
np =g 1t In(t+n)

En sommant, on obtient

3y [T e S -,

X j=1

Par ailleurs, en écrivant In(n 4+ 1) = In(n) + In(1 + 1/n), on peut développer le
dernier terme en série entiere puis, en sommant, obtenir alors I’expression suivante
(cf. [Bo, Proposition 2])

> In(n+1 > ¢(n+p)
Z (np) Z T =—((p) — (=1)F Vep.
n=1 n=1
La formule (6) en résulte. O

L’identité (2) admet la généralisation suivante qui est 'analogue, pour la som-
mation de Ramanujan, de la formule d’Euler (E) pour la sommation ordinaire.
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Proposition 1. Pour tout entier p > 3,

Fp) =) -5 T o+ ) 4, ()

=1 J

ol v_, est la série définie par la formule (5). En particulier

7 (1,20) = (1621~ X (2 RG+1)- 3 HC(apg)¢ 2) +y

(8)

Démonstration. D’apres (4), on a la relation

Rl = )~ [T g

1 xP

et d’apres (6), on a 1'égalité

P

o (x4 1) + 2 (=1) .
o [T e - ) - 1+ 2 S -,
=1
La formule (7) en découle immédiatement. En exprimant alors (x(2p) a l'aide de
(E), on obtient I'identité (8). O
Exemple 1.

CR(1,3) = 26(4) —~ ¢(2) — C(3) + s

CR(14) = 30(5) — (B +C(3) — 5C2) + () + v,

CR(1,6) = 40(7) = CRIC() — CAI(5) + C(5) — 36(4) + 5C(3) = 1¢(2) + ¢'6) + v

Remarque 1. On notera 'analogie formelle entre (8) et la formule “duale” (cf.
[Cop, Eq. (8)] :

1—2p

¢*(1,—2p) = C(1=2p) +{'(=2p) + vy  pourp=>1

avec

En particulier,

(1, -2) = ¢(-2) F 1+ o
R, —4) = ()t — .



3 Extension de l’identité (3)

L’identité (3) admet la généralisation suivante :

Proposition 2. Pour tout entier p > 2, on a

Rp, 1) = 2¢p) + <o+ 1) = Culp) — 0 = ('(p) = (=1)Pvy, 9)
avec 09 = 1, et pour p > 3,
L (=07 K2 e, [ D —1=5)t 1
Up:erjz::l(—l) C(p—17J) (=1 il (10)

En particulier,

p—1
R (2p,1) =v¢(2p) —pC2p+ 1)+ D C2p—k)C(k+1) — 02 — ('(2p) — v—g, (11)
k=1
Démonstration. On a
HP) 1 I - T N §
ST e Ty e

En sommant, on obtient

> (B o) -3 2 f

n>1 n n n>1 = n+1 mp
p 1
= Z 8” (n+1)
n>1 n (

+00 1 +00 1

:—Z P T +1)—dx.
= m=n+1 mP iy

Comme
“+oo 1 —+00 —+00 H

2o X *—Z*—CpH)

n>l m=n+1 mp

ceci peut encore s’écrire

f <H(p) - C(p)> —((p+1) - fﬂ L ey /1+008p11p(x+1);dx.

si\n n s (p—1)!
On a donc
R H®) too g (=1)P [0 1
W 1) _ § Hn / s 1)—d
I 7C(p) + ¢+ 1) n;np e Y@+ 1)—de



C’est a dire :

(—=1)P  pHoo P lp(x + 1)
R p 1) =2¢0) +Cp+1) = o) + gy | S da. (1)
On integre p — 1 fois par parties. Pour p > 3, l'identité
" rp(2) = (=1 p = k) + ()P = R)IC(p — B+ 1)
permet d’obtenir la relation
(=1 prec (e +l) (@4 l) 4y
(p—l)!/1 ;e =D /1 v
1 =2
Yk (p — k —2)! k—1)— ——= > (-D)*k!(p—k—2)!.
()l k21— k1)~ g S ) k=2

Le dernier terme admet la simplification suivante (cf. [Sur, Eq. (14)])

1 =2 (=D 14 (=1

sz( 1)1{7'(]? k_2 _1];)< ) D )

et on a aussi, apres réindexation,

: L e W e ]

Enfin, par (6), on peut écrire

[T g =S S ) ) - cae,

P =
D’ou finalement, il résulte de (12) Iécriture suivante de (% (p, 1) :

(p, 1) =+Cp) +Cp+1) = Culp) — C'(p) — (1)Pv_y — 0y,

avec
Ly B G i) 2 1y
oy = ———2 1> (=1) Cp—1J C(p—1J
p P ]szl( (p o 1)| ( ) = j ( )
ce qui démontre la formule (9). La formule (11) s’en déduit par (E). O



Exemple 2. On calcule les premieres valeurs de o), :

03 = 5((2)7
7= 263) - 6@ + 5,
3 5 1
05 = 1C(4) - EC<3) + 1((2) ;

4 9 9 1 1
06 = gC(5) - %C(‘l) + EC(ZS) - gC(z) + 3

On en déduit les identités

CR(3,1) = %) - 3014) — 56(2) ~ (B) + v
CR(4,1) = 70(4) = 24(3) + CBIR) — 5C(3) + 36(2) = 5 — () — v,

CR(5,1) = 5C(5) — $0(6) = J6(0) + SCB? + 1503) = 16(2)  5) + v

Remarque 2. On peut déduire de (9), par identification avec [CC, Eq. (27)], que

p—1 1 00 1
= —Z(p—Fk,k Z(t,7) = _
op 1;1 ? (p ) avec Z(i,7) 7;1 wi(n 1)

4 Extension de la relation de réciprocité (1)

L’identité (1) admet le prolongement suivant :

4.1 Le cas pair

Proposition 3. Pour tout entier p > 2, on a

&@m+ﬁmm=wmm«w+n—§PW&Www—;<m

J=1

avec . D12 1 |
g U-DiEZp—-1-7)

’ (2p—1)!

Démonstration. En ajoutant les identités (8) et (11) , on obtient

&ww+&@m:%@mmm+n—f“?Qmwﬂ—%.u&

=1

L’identité (13) s’en déduit en remplagant oo, par 'expression donnée par (10). O

9



Exemple 3. Pour p = 1,2, 3, on obtient les relations suivantes :

¢™(1,2) +¢7(2,1) = 7¢(2) +¢(3) -

1 1 1
CR(1,4) + (4, 1) = 7C(4) + C(5) + 5¢03) — <€) — 5
r Rig 1) — lom_ L1 Loy Loyt
CR(1,6) + CR(6,1) = 7C(6) + C(T) + C(5) — 55C4) + 3:C(3) — 5:6(2) — 5.
4.2 Le cas impair
Proposition 4. Pour tout entier p > 2, on a
2p—3

R(L,2p— 1)+ @2 —1,1) =4¢(2p — 1) + ¢(2p) — D (=1YC;¢(2p — 1 — j)

j=1
— 2(:’(2]? — 1) + 21/1_2p (15)

avec

¢ _U=Diep—2-j) 2

(2p —2)! j
Démonstration. En ajoutant les identités (7) et (9), on obtient

(p, 1)+ CR(1,p) =) +Cp+1) — 0 — —J)
+(1-(= )) (( P = 1)¢'(p) -
Il en résulte la formule suivante
2p— 3 ij
CR(2p—1, 1)+ CR(1,2p—1) = C(2p) +7C2p— 1)~y 1 + Z L otzp-1-4)

— 2C (2]) - 1) + 2V1,2p (16)

d’ou se déduit I'identité (15) en exprimant oy,—1 par (10). Remarquons qu’a la
différence du cas pair, le terme constant de 09,1 est nul. O

Exemple 4. Pour p = 2, 3,4, on obtient les relations suivantes :

CR(13)+ CF3,1) =16(3) + (1) — 5¢(2) —20'(3) + 205

CR(1,5)+ CF(5,1) =1(5) + €(6) — 1C(4) + 20(3) — 15C(2) — 2C'(5) + 2w,
CRLT) + T, 1) =1G(T) + C(8) — 6 C(6) + 23«5) )+ 23) ~ 5 (2)

— 2</<7> + 2V,7 .

10



Remarque 3. On a la formule suivante (cf. [Can, Eq. (3.23)]) dont une nouvelle
preuve est donnée en appendice :

L) = 577 = 6@ v, a7

ol v, est la premiere constante de Stieltjes :

R
Inn Inj
%=ZJ%{— }
Ceci permet de prolonger la formule (15) pour p = 1 comme suit :

2C%(1,1) =~4* = ¢(2) + 27 +2v_;.

Remarque 4. Un autre prolongement intéressant de 1'identité (1) est donné par
la formule suivante (cf. [Can, Eq. (2.10)]) :

&@+Lm+&@m+n=€%M@+n+qm+n—; p>1 (18)

avec

Rlp) = C(p) — pa—] pour p # 1

y pour p = 1.

5 Interprétation des formules précédentes avec
les nombres de Cauchy

On consideére la suite des nombres (\,),>; définie par

)\1:; et )\n+1:/0133(1—93)(2—33)---(71—1:)6[:16 (n>1).

Les rationnels ), sont traditionnellement appelés nombres de Cauchy® bien que le
lien avec des travaux de Cauchy soit historiquement difficile a établir. Les premiers
termes de la suite sont

1 1 1 19 9 863

A1:77)‘2:7)>\3 7)\4:77)‘5 7)\6:g

== == te.
2 6 1 30 1 y G8C

5. Dans [Can, Chapitre 4], les nombres (3, = (—1)""1\, sont appelés nombres de Bernoulli
de seconde espéce, et §-nombres de Bernoulli dans [Coh].

11



D’apres [Can, Théoréeme 18], on a les identités duales

et

=2,

ST LY S () +(3) - 1.

Comme on a aussi montré (cf. [CC, Exemple 8]) la relation

P

|
ne1 T

= 2¢7(3) = 2(3) -

n

on peut en déduire deux nouvelles identités :

> /\n Han—l > ﬁ(Hn)Q > &ﬂ

Zi

|
! n

-5

|
=1 TV

et

n)2

> 2(3) -

J
n!

Cette derniere généralisant I'identité bien connnue (cf. [Can, Eq. (4.30)])

D

n=1

= ((3) —C¢(2),

n n! n?

1-¢*1,2)=—C(2)—vy—1.

A H
L =((2) - 1.
S
D’apres [Can, Eq. (4.29)] et (17), on a aussi
< Al o 1
M (R(1,1) = oy - _
;n!nz ¢*(1,1) = 27 C()+71+V1,

(20)

(22)

(23)



Appendice

On donne ici une nouvelle preuve de la formule (17) :

1 1
¢*(1,1) = 5’72 - 5((2) +rntvrvoa.
La relation
R
H 1, 1 1 1 1
T 22y 2) - - f/ 22+ 1) d
2Tl @ gty ) e D de

(cf. [Can, Eq. (2.6) p. 40]) est une conséquence directe de [Can, Théoreme 3].
Comme ¢(z + 1) = ¥(x) + 1/x, elle peut aussi s’écrire

1 1 R H,
/o (1/12(x)+2¢(;)+$2> dsz%jln—ny—C(Q)—i-l.
Or, d’apres [Coh, p. 145], on a
1 2 1
/0 <¢2(x)—7—$2> der =2y, —2¢(2) + 1.

T

Par soustraction, on obtient
1 11 X H,
2 [ (@) +7)s + ) de =22 "1 =97 = ((2) +1- (20 - () +1).
0 r Sin

Comme
1 Y(x+1)+7~

x? x ’

(W(x) +7)> +

on en déduit 'identité

1 1 R H,
2/0 dezQanLC(Z)—v?—Z%.

x n>1

Le développement de 1) en série entiere :
U+ 1) =—y+ 3 (-D"C(n)z"" (2] <1)
n=2

permet d’identifier 'intégrale du membre de gauche avec la série v_; :

/1 ¢(m+1)+7dx: iox_l)nHC(n—l—l)

€T n

=V_a.
n=1

Apres division par 2, la formule en résulte.

13
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