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Résumé
Le solveur SAT est devenu un oracle NP e�cace pour

résoudre des problèmes NP-complet (voir au-delà). En gé-
néral, ces problèmes sont résolus soit par une traduction di-
recte vers SAT soit en résolvant itérativement des problèmes
SAT dans une procédure comme CEGAR. Récemment, une
nouvelle boucle CEGAR récursive travaillant sur deux ni-
veaux d’abstractions, appelée RECAR, a été proposée et ins-
tanciée pour la logique modale K. Nous visons à compléter
ce travail pour les logiques modales utilisant les axiomes
(B), (D), (T), (4) et (5). De plus, pour le rendre performant
en pratique, nous généralisons le framework RECAR pour uti-
liser des compositions de fonctions d’abstraction. Les résul-
tats expérimentaux montrent l’e�cacité de cette approche
et qu’elle surpasse les solveurs de l’état de l’art pour les lo-
giques modales K, KT et S4 sur les benchmarks considérés.

Abstract
SAT technology has become an e�cient running NP-

oracle for solving NP-complete problems (and beyond).
Usually those problems are solved by direct translation to
SAT or by solving iteratively SAT problems in a procedure
like CEGAR. Recently, a new recursive CEGAR loop work-
ing with two abstraction levels, called RECAR, was proposed
and instantiated for modal logic K. We aim to complete this
work for modal logics based on axioms (B), (D), (T), (4)
and (5). Moreover, to make it e�cient in practice, we gen-
eralize the RECAR framework to deal with compositions of
abstraction functions. Experimental results show that the
approach is e�cient and outperforms state-of-the-art modal
logic solvers for modal logics K, KT and S4 on considered
benchmarks.

1 Introduction

La technologie SAT s’est avérée être une approche
pratique très e�cace pour résoudre des problèmes NP-
complet [4]. L’un des principaux problèmes est de trouver

le “bon” encodage pour le problème, c’est-à-dire, de trou-
ver une réduction polynomiale du problème original vers
une formule de la logique propositionnelle en forme nor-
mal conjonctive (CNF) qui peut être e�cacement résolue
par un solveur SAT [24]. En raison de leur e�cacité, les
solveurs SAT sont utilisés pour résoudre des problèmes au-
delà de NP tels que la planification [25], la logique mo-
dale K [31] et QBF [14, 28] qui sont tous des problèmes
PSPACE-complets ou encore le comptage de modèles en
logique propositionnelle qui est un problème #P-complet
et où les meilleures approches utilisent un solveur SAT
[20, 23, 29, 33].

Malheureusement, en raison de la taille de la traduction,
il n’est généralement pas possible de les encoder directe-
ment dans CNF. Pour pallier à ce problème, des procé-
dures plus complexes utilisant des solveurs SAT comme
oracles ont été conçues. Un exemple d’une telle procédure
est la procédure CEGAR (Counter-Example-Guided Abs-
traction Refinement) [7]. Cette procédure peut être instan-
ciée de deux manières di↵érentes, à savoir CEGAR-over et
CEGAR-under. CEGAR-over (resp. CEGAR-under) utilise des
sur-abstractions (resp. des sous-abstractions). L’oracle est
alimenté par une abstraction du problème original permet-
tant moins (resp. plus) de modèles. S’il trouve un modèle
(resp. s’il prouve qu’il n’y a pas de modèle), le problème
d’origine est résolu. Sinon une nouvelle abstraction doit
être définie, tenant compte de la réponse de l’oracle.

Récemment, Lagniez et al. [18] ont proposé une ver-
sion récursive de CEGAR dans une procédure appelée RECAR
(Recursive Explore and Check Abstraction Refinement). Ils
ont instancié leur framework pour la logique modale K et
ont démontré expérimentalement les avantages de bascu-
ler entre les deux types d’abstractions de manière récur-
sive, en particulier pour repérer de petites sous-formules
insatisfiables. Cependant, certaines applications pratiques
nécessitent des logiques modales di↵érentes de K, comme
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KT en économie [21] ou S4 dans le domaine des logiques
de descriptions [34]. Même si ces logiques modales sont
PSPACE-complètes, en pratique, les réductions ne sont pas
simples et des informations structurelles peuvent être per-
dues pendant la traduction. Afin d’étendre la portée de leur
framework à d’autres logiques modales, nous proposons
d’exploiter la correspondance entre les axiomes de la lo-
gique modale et les contraintes structurelles, mises en évi-
dence dans la litterature [27], en codant les axiomes de la
logique modale (D), (B), (4) et (5) en CNF. Pour ce faire,
nous complétons la fonction de sur-abstraction initiale en
ajoutant, pour chaque axiome, une contrainte structurelle
qui force la structure de Kripke en construction à satisfaire
cet axiome.

La taille de la CNF produite par [18] dépend forte-
ment du nombre de mondes considérés pour la structure
de Kripke en construction. Même si ce nombre est théo-
riquement exponentiel dans la taille de la formule d’en-
trée, ils ont démontré expérimentalement que le nombre de
mondes nécessaires sur les instances considérées était sou-
vent su�samment petit pour faire qu’une approche basée
sur SAT soit e�cace en pratique pour la logique modale
K. Quand ce n’est pas le cas, considérer judicieusement les
sous-parties de la formule peut aider à décider de l’insatis-
fiabilité.

Cependant, comme démontré dans nos expériences, ceci
n’est pas nécessairement vrai lorsque l’on considère des
instances spécifiques dans d’autres logiques modales. Pour
surmonter cette di�culté, nous proposons donc une gé-
néralisation des principes de RECAR. L’idée est de réduire
agressivement la formule originale tout en préservant la sa-
tisfiabilité. Une telle idée a déjà été développée dans [18]
lors de la suppression de certaines conjonctions de la for-
mule d’entrée. Ici, nous allons encore plus loin en suppri-
mant les disjonctions et/ou les modalités, en fonction de la
logique modale considérée, en considérant des sous-parties
de la formule originale à la fois pour la sur-abstraction et la
sous-abstraction (seul la sous-abstraction a été considérée
dans les travaux antérieurs).

Nous présentons également des simplifications supplé-
mentaires, spécifiques aux logiques, pour les chaînes de
modalités préservant la satisfiabilité. Et enfin, nous éva-
luons expérimentalement l’approche proposée pour les lo-
giques modales K, KT et S4.

2 Préliminaires

Avant de passer à la logique modale et à son axioma-
tisation, rappelons quelques concepts fondamentaux de la
logique propositionnelle.

Définition 1 (Langage de la logique propositionnelle). Soit
P = {p0, . . . , pn�1} un ensemble fini et non-vide de n va-
riables propositionnelles. Le langage de la logique propo-

sitionnelle (noté CPL) est l’ensemble des formules conte-
nant P et fermé sous l’ensemble des connecteurs proposi-
tionnels {¬,^}. Nous utilisons également les abréviations
standard pour>,?, _,! dt$. Par exemple, (�1 ! �2)

def
=

¬(�1 ^ ¬�2).

Définition 2 (CNF - Forme Normale Conjonctive). Un lit-
téral est une variable propositionnelle dans P ou sa néga-
tion. Une clause est une disjonction de littéraux. Une for-
mule en forme normale conjonctive (CNF) est une conjonc-
tion de clauses.

On sait que toute formule de CPL peut être traduite en
une formule logiquement équivalente en CNF. Cependant,
en pratique, des traductions e�caces telles que celle de
Tseitin [36] exige des variables supplémentaires. Ainsi, il
ne conserve que la satisfiabilité et parfois le nombre de mo-
dèles. Ici, lorsque nous utilisons le terme CNF, ou simple-
ment formule, nous entendons une formule en CNF.

De récents solveurs SAT (logiciels capables de décider
de la satisfiabilité d’une CNF) sont capables de vérifier la
satisfiabilité d’une formule “sous hypothèses” [8] et de sor-
tir un noyau inconsistant (une “raison” pour son insatisfia-
bilité). Le noyau insatisfiable est défini comme suit :

Définition 3 (Noyau inconsistant sous hypothèses). Soit
� une formule satisfiable en Forme Normal Conjonctive
(CNF) construite en utilisant les variables booléennes de
P. Soit A un ensemble cohérent de littéraux construits en
utilisant des variables booléennes à partir de P, de telle
sorte que (�^

V
a2A a) soit inconsistant. C ✓ A est un noyau

inconsistant (UNSAT core) de � sous hypothèses A si et
seulement si (� ^

V
c2C c) est inconsistant.

Maintenant, nous pouvons introduire les notions re-
quises pour comprendre la logique modale. De plus amples
détails suer la logique modale ayant déjà été décrits dans la
littérature [5, 6], passons maintenant aux notions utilisant
la sémantique de Kripke [17].

Définition 4 (Langage de la logique modale). Soit P =
{p0, . . . , pn�1} un ensemble fini et non-vide de n variables
propositionnelles et M = {⇤1, . . . ,⇤m} un ensemble fini et
non-vide de m opérateur modaux unaires. Le langage de la
logique modale (notéL) est l’ensemble des formules conte-
nant P et fermé sous l’ensemble des connecteurs proposi-
tionnels {¬,^} et sous l’ensemble des opérateurs modaux
dans M. Nous utilisons également l’abréviation standard
^a�

def
= ¬⇤a¬�.

La profondeur modale d’une formule � dans L, noté
depth(�), est le nombre le plus élevé de modalités imbri-
quées. Le nombre d’atomes dans une formule � dans L est
noté Atom(�).

Définition 5 (Structure de Kripke). Soit P un ensemble fini
et non-vide de n variables propositionnelles et M un en-
semble fini et non-vide de m opérateurs modaux unaires.
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Table 1 – Axiomes et leurs propriétés structurelles

Axiome Contrainte du premier ordre Schéma
Réflexivité (T) Ra(w,w) ⇤a�! �
Symétrie (B) Ra(w1,w2)! Ra(w2,w1) �! ⇤a^a�
Sérialité (D) Ra(w1,w2) ⇤a�! ^a�
Transitivité (4) (Ra(w1,w2)^Ra(w2,w3))! Ra(w1,w3) ⇤a�! ⇤a⇤a�
Euclidianité (5) (Ra(w1,w2)^Ra(w1,w3))! Ra(w2,w3) ⇤a�! ^a⇤a�

Une structure de Kripke est un triplet K = hW, {Ra | ⇤a 2

M},Vi, où : W est en ensemble non-vide de mondes pos-
sibles, chaque Ra ✓ W ⇥W est une relation d’accessibilité
binaire sur W et V : P! 2W est une fonction d’évaluation
qui associe, à chaque p 2 P, l’ensemble des mondes pos-
sibles de W où p est vraie. Une structure de Kripke pointée
est une paire hK ,wi, où K est une structure de Kripke et
w est un monde possible dans W. Par la suite, chaque fois
que nous utilisons le terme “structure de Kripke”, nous en-
tendons “structure de Kripke pointée”.

La taille d’une structure de Kripke hK ,wi, qui est le
nombre d’éléments dans W, est notée dans la suite |K|.
Sans perte de généralité, nous considérons uniquement les
formules logiques modales sous forme normale négative,
notées NNF (les négations apparaissent seulement avant les
variables propositionnelles) [26, p. 204].

Définition 6 (Relation de satisfiabilité). La relation de sa-
tisfiabilité ✏ entre les formules de logique modale et les
structures est récursivement définie comme suit :

hM,wi ✏ >
hM,wi ✏ p ssi w 2 I(p)
hM,wi ✏ ¬� ssi hM,wi 2 �
hM,wi ✏ � ^  ssi hM,wi ✏ � et hM,wi ✏  
hM,wi ✏ � _  ssi hM,wi ✏ � ou hM,wi ✏  
hK ,wi |= ⇤a� ssi (w,w0) 2 Ra implique hK ,w0i |= �
hK ,wi |= ^a� ssi (w,w0) 2 Ra et hK ,w0i |= �

Définition 7 (Validité). Une formule � 2 L est valide (no-
tée |= �) si et seulement si elle est satisfaite par toutes les
structures de Kripke hK ,wi. Une formule � 2 L est satis-
fiable si et seulement si 6|= ¬�. Une structure de Kripke qui
satisfait � sera appelé un “modèle de �”.

Par exemple, ⇤a(� !  ) ! (⇤a� ! ⇤a ) est valable
pour tous 1  a  m et toutes formules �, 2 L. Cet
ensemble particulier de formules est important dans la lo-
gique modale, il s’appelle “Schéma K ”. Toutes les struc-
tures de Kripke satisfont K, et c’est pourquoi nous les ap-
pellerons ici “structures K”. Une structure K peut satisfaire
d’autres schémas comme ceux listés dans la Table 1. Toutes
les combinaisons de ces schémas donnent lieu à 15 types
de structures di↵érentes [31, Table 25.2]. Ceci est dû au
fait que certains schémas en impliquent d’autres (comme
satisfaire (T) implique satisfaire (D), ou satisfaire (T) et

Figure 1 – Le framework RECAR

recar(�)   �̂

check( )SAT   refine( )

 ⌘?
sat � UNSAT

RC(�, �̌)

recar(�̌) no

Esat

unsat

yes

unk.

yes

Eunsat

sat

(5) implique de satisfaire tous les schémas). Formellement
nous avons :

Définition 8 (K?-Validité). Soit ? qui varie sur les 15 dif-
férents types de structures. Une formule � 2 L est K?-
valide (notée |=K? �) si et seulement si elle est satisfaite
par toutes les structures K? hK ,wi. Une formule � 2 L
est K?-satisfiable si et seulement si 6|=K? ¬�. Une structure
K? qui K?-satisfait une formule � sera appelé un “modèle
K? de �’.

Dans cet article, nous considérons seulement 3 logiques
modales : K dont les modèles correspondent à toutes les
structures K, KT dont les modèles correspondent à toutes
les structures KT (c’est-à-dire, les structures K qui satisfont
également le schéma (T)), et S4 dont les modèles corres-
pondent à toutes les structures KT4 (c’est-à-dire, les struc-
tures K qui satisfont également les deux schémas (T) et
(4)). En théorie, nous pouvons traiter toutes les logiques
modales basées sur K. En pratique, nous avons testé expé-
rimentalement seulement K, KT et S4 pour lesquels nous
avons pu trouver des benchmarks.

3 Une approche RECAR pour K, KT et S4

Le framework RECAR, représenté sur la Fig.1, travaille
avec deux niveaux d’abstraction. Il commence par considé-
rer une sur-abstraction  de la formule d’entrée � et vérifier
sa satisfiabilité. Si  est satisfiable alors � est satisfiable, la
procédure s’arrête et renvoie SAT. Dans le cas contraire, il
vérifie si  est trivialement equisatisfiable à �. Si tel est le
cas, alors � est insatisfiable, la procédure s’arrête et renvoie
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UNSAT. Sinon, il vérifie s’il est possible de construire une
sous-abstraction �̌ de �. Si une telle sous-abstraction ne
peut être trouvée, la sur-abstraction est ra�née et le pro-
cessus boucle. Sinon, �̌ est considérée comme à résoudre
par un appel récursif à RECAR. Parce que �̌ est une sous-
abstraction, si l’appel récursif prouve que �̌ est insatisfiable
alors � est également insatisfiable et la procédure s’arrête.
Sinon, il ne peut pas conclure et donc il ra�ne  et répète
tout le processus.

Pour être correctement instancié, certaines conditions
doivent être vérifiées par les di↵érents blocs utilisés dans
RECAR [18] :

Hypothèses sur RECAR :

1. L’oracle ‘check’ est correct, complet et se termine.

2. �̂ est satisfiable implique refine(�̂) est satisfiable.

3. Il existe n 2 N tel que refinen(�̂) ⌘?
sat �.

4. �̌ est insatisfiable implique � est insatisfiable.

5. Let under(�) = �̌. Il existe n 2 N tel que
RC(undern(�), undern+1(�)) renvoie faux, où RC re-
présente une fonction booléenne déterminant si un
appel récursif doit avoir lieu.

Puisque ‘�̂’ est une CNF, il su�t d’utiliser un solveur
SAT pour respecter Hypo. 1. Pour respecter Hypo. 2 et
3, [18] propose une fonction �̂ = over(�, n) ce qui tra-
duit la formule modale � en une modélisation CNF deman-
dant “est-ce que � est satisfiable par un modèle de taille
n ?”. Lorsque la procédure répond positivement, � est sa-
tisfiable. Sinon, il peut être ra�né avec m > n jusqu’à ce
que m atteint une borne supérieure théorique, qui est notée
UB(�). La borne supérieure théorique garantit également
que le CNF généré est équisatisfiable à � (RECAR Hypo. 3).
La traduction ajoute de nouvelles variables pi et ra

i, j à la for-
mule : pi dénote que la variable p est vraie dans le monde
wi alors que ra

i, j correspond à wj étant accessible depuis wi
par la relation a.

Parce que ce sera important plus tard, nous rappelons ici
que l’Hypo. 3 correspond aux lemmes suivants.

Such upper-bound is specific for each modal logic, as we
can see below.

Lemme 1 ([30]). UB(�) = Atom(�)depth(�) en logique mo-
dale K.

Lemme 2 ([9]). UB(�) = 2|�| en logique modales KT et S4.

Dans ce qui suit, ces borne supérieures sont utilisées
pour les logiques modales K, KT et S4. On sait que, s’il n’y
a pas de modèle de taille n  UB(�) qui satisfait � alors
il n’y a pas de modèle pour �. Pour simplifier la lecture,
bien que RECAR soit générique, dans la suite, nous utilisons
RECAR pour se référer à une instanciation du framework
pour la logique modale.

3.1 Comment encoder les axiomes

Il est connu que certains axiomes correspondent à des
contraintes sur les structures de Kripke [27]. Par exemple,
toute structure K réflexive satisfait (T). Même s’il existe
aussi des structures K non-réflexives qui satisfont (T), il
est toujours possible de trouver une structure K réflexive
“équivalente”. Deux structures K sont équivalentes si et
seulement si elles sont bi-similaires [5]. Par conséquent,
si l’on veut trouver un modèle KT fini, il est su�sant de ne
rechercher que parmi les structures K réflexives. Un raison-
nement analogue peut également être utilisé pour les autres
propriétés. Par conséquent, en suivant la Table 1, nous ap-
pelons structure KT une structure K réflexive et nous ap-
pelons structure S4 (ou structure KT4) une structure K ré-
flexive et transitive.

Par conséquent, pour traiter di↵érentes logiques mo-
dales, nous ajoutons à la traduction en CNF les contraintes
suivantes correspondant aux di↵érents axiomes (avec m le
nombre d’opérateurs modaux et n le nombre de mondes
courants) :

Définition 9 (Traduction des axiomes).

over((T ), n) =
m̂

a=0

n̂

i=0

(ra
i,i) over((D), n) =

m̂

a=0

n̂

i=0

n_

j=0

(ra
i, j)

over((B), n) =
m̂

a=0

n̂

i=0

n̂

j=0

(ra
i, j ! ra

j,i)

over((4), n) =
m̂

a=0

n̂

i=0

n̂

j=0

n̂

k=0

((ra
i, j ^ ra

j,k)! ra
i,k)

over((5), n) =
m̂

a=0

n̂

i=0

n̂

j=0

n̂

k=0

((ra
i, j ^ ra

i,k)! ra
j,k)

La traduction de chaque axiome vient des relations
avec la logique du premier ordre, présenté par [27].
Ainsi, lorsque l’axiome (T) est considéré (logique mo-
dal KT), la fonction de sur-abstraction est (over(�, n) ^
over((T ), n)). Quand les deux axiomes (T) et (4) (logique
modale S4) sont considérés, la fonction de sur-abstraction
est (over(�, n) ^ over((T ), n) ^ over((4), n)).

4 Abstractions agressives au niveau modal

Lorsque l’on considère des axiomes de logique mo-
dale autres que K, les formules ont généralement besoin
de plus de mondes à satisfaire. Par conséquent, la tra-
duction SAT devient parfois trop grande pour être ma-
nipulée (certains CNF ont des centaines de millions de
clauses). Ainsi, nous proposons une nouvelle fonction de
sur-abstraction sensible à l’espace et une nouvelle fonction
de sous-abstraction consciente des axiomes, à utiliser dans
le framework RECAR.
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4.1 Sous-abstraction sensible aux axiomes

Jusqu’à présent, lorsque la formule était insatisfiable, la
seule façon de prouver son insatisfiabilité était de couper
une branche enracinée dans des nœuds ET afin de pro-
duire une sous-formule insatisfiable qui peut être traduite
en CNF. En traitant avec l’axiome (T), nous avons⇤a�! �
et donc, comme démontré dans la propriété suivante, il est
possible de construire une sous-abstraction de la formule
qui supprime également certaines modalités.

Propriété 1. Considérons une formule � 2 L en NNF dans
une logique modale satisfaisant (T). Si nous remplaçons
une sous-formule ⇤a par  , alors la formule résultante �0
est une sous-abstraction de �.

Démonstration. Pour prouver que cette propriété est va-
lide, il su�t de vérifier que si �0 est unsatisfiable alors �
l’est aussi. Ou, avec la contraposée, il su�t de vérifier que
si � est satisfiable alors �0 l’est aussi. Sans perte de géné-
ralité, dans ce qui suit nous supposons que tous les nœuds
OU et ET sont binaires et nous rappelons que les opérateurs
booléens sont commutatifs.

Considérons une formule logique modale � en NNF, et
�0 une copie de � qui di↵ère d’une seule sous-formule enra-
cinée sur un nœud de box ⇤a 2 � où ⇤a a été remplacée
par  dans �0.

Nous montrons que, s’il existe un modèle de KripkeK =
hW, {Ra | ⇤a 2 M},Vi et un monde possible w 2 W, t.q.
hK ,wi |= � alors hK ,wi |= �0 par induction sur la structure
de �. Base d’induction : � = ⇤a et �0 =  . Car � et �0
sont en NNF, si 9hK ,wi |= ⇤a , alors nous savons que
nous avons (w,w) 2 Ra en raison de l’axiome de réflexivité
(T), nous avons donc 9hK ,wi |=  . Montrons maintenant
les di↵érents cas sur l’étape d’induction :

(1) � = (�1^�2) et �1 contient (⇤a ) et �0 = (�01^�2) où
�01 est �1 où (⇤a ) a été remplacée par  . Le cas où
�2 contient (⇤a ) est analogue à cause de la commu-
tativité. Nous avons hK ,wi |= (�01 ^ �2) si et seule-
ment si hK ,wi |= �01 et hK ,wi |= �2. Par l’hypothèse
d’induction, hK ,wi |= �1 et hK ,wi |= �2, si et seule-
ment si hK ,wi |= (�1 ^ �2). Ainsi hK ,wi |= �.

(2) � = (�1_�2) et �1 contient (⇤ ) et �0 = (�01_�2) où
�01 est �1 où (⇤a ) a été remplacée par  . Analogue
à (1).

(3) � = ⇤a� et � contient (⇤a ) et �0 = ⇤a�0 où �0

est � où (⇤a ) a été remplacée par  . Nous avons
hK ,wi |= ⇤a�0 si et seulement si 8w0 t.q. si (w,w0) 2
Ra alors nous avons hK ,w0i |= �0. Par l’hypothèse
d’induction, hK ,w0i |= �, alors 8w0 t.q. si (w,w0) 2
Ra alors nous avons hK ,w0i |= ⇤a�. Ainsi hK ,wi |=
�.

(4) � = ^a� et � contient (⇤a ) et �0 = ^a�0 où �0 est �
où (⇤a ) a été remplacée par  . Analogue à (3).

Par conséquent pour toute formule � 2 L en NNF dans une
logique modale satisfaisant (T). Si nous remplaçons une
sous-formule ⇤a par  , alors la formule résultante �0 est
une sous-abstraction de �. ⇤

Notez que cette propriété ne s’applique pas à la logique
modale K : ⇤a? est valide en logique modale K mais inco-
hérent en logique modale KT. Afin de sélectionner les cases
qui seront remplacées, nous proposons d’améliorer la sous-
abstraction présentée dans [18], qui combine sélecteurs et
noyaux inconsistant pour rechercher des sous-formules in-
satisfiables.

Là, les auteurs ont proposé d’ajouter un sélecteur à
chaque branche enracinée dans un nœud ET afin de pouvoir
activer/désactiver certaines parties de la formule. Lorsque
le solveur est appelé pour vérifier la satisfiabilité de la for-
mule, il est appelé avec l’ensemble des sélecteurs comme
hypothèses. Si le solveur renvoie UNSAT, le noyau incon-
sistant renvoyé est utilisé pour supprimer les parties de la
formule qui ne font pas parti de la raison de son inco-
hérence. Ce que nous proposons ici consiste également à
remplacer chaque ⇤a par ((¬sk _ ⇤a ) ^  ). D’une cer-
taine manière “quand nous activons le sélecteur sk, alors
nous traduisons la modalité entière, sinon nous traduisons
simplement  dans le monde courant”. Maintenant, nous
pouvons à nouveau utiliser le noyau retourné par le sol-
veur pour extraire une sous-formule insatisfiable. La sous-
abstraction supprimera certaines cases qui ne sont pas sa-
tisfiables en raison de l’incohérence de la formule. À noter,
quand nous traduisons une modalité ⇤ en SAT, il n’est pas
utile de traduire deux fois la formule  dans le monde cou-
rant.

4.2 Sur-abstraction sensible à la mémoire

Comme indiqué dans l’introduction, le goulot d’étran-
glement des approches CEGAR utilisant un oracle SAT est
la taille des formules CNF générées. Pour le cas qui nous
intéresse, ce goulot d’étranglement est atteint lorsque la
fonction de sur-abstraction est appelée avec un trop grand
nombre de mondes. Cependant, il est possible d’estimer la
taille de la formule CNF avant de la calculer et ainsi pré-
dire que la traduction épuisera la mémoire autorisée pour
résoudre l’instance.

Dans ce qui suit, nous proposons une fonction de sur-
abstraction spatiale qui est utilisée à la place de la fonc-
tion originale lorsque l’espace occupé par le CNF atteint un
seuil donné. Cette nouvelle sur-abstraction est e↵ectuée en
désactivant certaines disjonctions de la formule d’origine.
Pour que cette fonction existe et respecte les hypothèses
de RECAR, nous devons vérifier que les branches enraci-
nées dans un nœud OU qui ont été coupées produisent une
formule plus faible, c’est-à-dire que chaque modèle de la
formule résultante est également un modèle de la formule
initiale.
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Propriété 2. Considérons une formule logique modale � 2
L en NNF. Si nous coupons une branche enracinée dans
un nœud OU, alors la formule résultante �0 est une sur-
abstraction de �.

Démonstration. Pour prouver que cette propriété est va-
lide, il su�t de vérifier que chaque modèle de �0 est aussi
un modèle de �. Sans perte de généralité, dans ce qui suit
nous supposons que tous les nœuds OU et ET sont bi-
naires. En e↵et, (�1 ��2 � · · ·��n) peut être réécrit comme
(�1 � (�2 � (· · · � (�n�1 � �n)))), où � 2 {^,_}. Rappe-
lons aussi que les opérateurs booléens sont commutatifs,
donc nous n’avons pas besoin de prouver le cas où nous
ajoutons une nouvelle sous-formule à gauche. Soit � une
formule en NNF L contenant ( 1 _  2) et �0 est égale à �
mais avec ( 1 _ 2) remplacée par  1. Nous montrons que,
s’il existe un modèle de Kripke K = hW, {Ra | ⇤a 2 M},Vi
et un monde possible w 2 W, t.q. hK ,wi |= �0 alors
hK ,wi |= � par induction sur la structure de �. Base d’in-
duction : �0 =  1 et � = ( 1 _  2). Puisque � et a fortiori
�0 sont en NNF, la propriété est clairement valide. Laissez-
nous maintenant prouver les di↵érentes étapes :

(1) � = (�1^�2) et �1 contient ( 1_ 2) et �0 = (�0 ^�2)
où �0 est � où ( 1 _  2) a été remplacée  1. Le cas
où �2 contient ( 1 _  2) est analogue à cause de la
commutativité. Nous avons hK ,wi |= (�01 ^ �2) si et
seulement si hK ,wi |= �01 et hK ,wi |= �2. Par l’hy-
pothèse d’induction, hK ,wi |= �1 et hK ,wi |= �2, si
et seulement si hK ,wi |= (�1^�2). Ainsi hK ,wi |= �.

(2) � = (�1_�2) et �1 contient ( 1_ 2) et �0 = (�0 _�2)
où �0 est � où ( 1_ 2) a été remplacée  1. Analogue
à (1).

(3) � = ⇤a� et � contient ( 1 _  2) et �0 = ⇤a�0 où �0
est � où ( 1 _  2) a été remplacée  1. Nous avons
hK ,wi |= ⇤a�0 i↵ 8w0 s.t. if (w,w0) 2 Ra alors
nous avons hK ,w0i |= �0. Par l’hypothèse d’induc-
tion, hK ,w0i |= �, alors 8w0 t.q. si (w,w0) 2 Ra alors
nous avons hK ,w0i |= ⇤a�. Ainsi hK ,wi |= �.

(4) � = ^a� et � contient ( 1 _  2) et �0 = ^a�0 où �0
est � où ( 1 _  2) a été remplacée  1. Analogue à
(3).

Ainsi, 8� en NNF, si hK ,wi |= �0 alors hK ,wi |= �. ⇤

Remarquons que la Propriété 2 peut être étendue au cas
où un ensemble de branches enracinées dans des nœuds OU
sont coupés. Par conséquent, il est possible d’envisager un
nouveau type de sur-abstraction qui coupe les bords enra-
cinés dans les nœuds OU. Plus précisément, nous créons
une telle sous-formule de sur-abstraction en coupant via
une heuristique un ensemble de branches enracinées dans
des nœuds OU qui ont le plus grand impact sur la limite
supérieure et que nous traduisons en une formule CNF.
Nous appelons cette fonction cut-or(�, b), où le paramètre
b est le nombre de nœuds OU coupés. Évidemment, la

fonction de ra�nement est liée à cette sur-abstraction (il
n’est pas possible de couper une branche et d’augmenter
le nombre de mondes ensuite sans violer les hypothèse de
RECAR). Ainsi, nous considérons une nouvelle fonction de
ra�nement refineor (�̂, b) qui est défini de manière récur-
sive comme suit :

refineor (�̂, b) =

8>>>>><
>>>>>:

�̂ si b = 0
�0 8b > 0 et refineor (�̂, b � 1) , �
� sinon

où �0 est défini de telle sorte que refineor (�̂, b � 1) ( �0 ✓
�. Intuitivement, refineor (�̂, b) rétablit b nœuds OU à �̂ si
possible.

Fondamentalement, la fonction de ra�nement consiste
à restaurer au moins une branche coupée à chaque étape
d’induction. Maintenant, montrons que le couple pro-
posé sur-abstraction cut-or(�, b) et fonction de ra�nement
refinen

o ( ) satisfait les conditions requises pour RECAR rap-
pelées dans les préliminaires.

Théorème 1.  = cut-or(�, n) est satisfiable implique
refineor ( , 1) est satisfiable (Hypo. 2) et refineor ( , n) ⌘sat
� (Hypo. 3).

Démonstration. Par la Propriété 2 nous savons qu’ajouter
une branche à un nœud enraciné en un OU préserve la
satisfiabilité. Puisque refineor ( , b) peut seulement rajou-
ter des branches, alors nous avons directement que  =
cut-or(�, n) est satisfiable implique refineor ( , 1) est satis-
fiable. Pour l’hypothèse 3, le résultat vient directement de
la définition de refineor ( , n) et le fait que nous ne pouvons
ajouter qu’un nombre fini de branches. ⇤

4.3 Simplifications des chaînes de modalités

Une fois que toutes les simplifications ci-dessus sont ef-
fectuées, la formule “abstraite” qui en résulte peut contenir
des chaînes de modalités. C’est une information critique
qui peut être exploitée si nous voulons améliorer encore
les performances du solveur.

Simplifications pour la logique modale S4 Les simpli-
fications des chaîne des modalités dans la logique modale
S4 sont connues et elles préservent l’équivalence logique
[37, Sec. 5.5].

⇤a⇤a�$ ⇤a� (1)
^a^a�$ ^a� (2)
⇤a^a⇤a^a�$ ⇤a^a� (3)

Ainsi, cela signifie que toute chaîne d’opérateurs mo-
daux (impliquant la même modalité a) peut être réduite à
une chaîne d’au maximum 3 opérateurs modaux dans la lo-
gique modale S4, ce qui est tolérable pour la traduction en
CNF faite par la fonction de sur-abstraction.
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Puisque la logique modale K et la logique modale KT
ont une infinité de modalités non équivalentes (infinitely
many non-equivalent modalities) [37], il n’y a pas de tel
résultat au meilleur de nos connaissances pour K et KT.
Pour traiter des chaînes de modalités dans ces logiques,
nous proposons les simplifications suivantes qui préservent
la satisfiabilité.

Simplifications pour la logique modale K Considérons
un cas simple où le préfixe modal ne contient que des dia-
mants. Dans ce cas, il est su�sant de tester uniquement la
fin de la chaîne sans tenir compte des modalités. La sous-
formule résultante est équisatisfiable à la formule originale.

Théorème 2. ^a^a . . .^a ⌘sat  .

Démonstration. ()) Si hK ,wi |= ^a . . .^a alors il y a
w0t.q.hK ,w0i |=  . (() Si hK ,wi |=  alors nous pouvons
ajouter un monde w0 à K t.q. w 2 Ra(w0). Dans ce cas,
hK ,w0i |= ^a . En continuant ainsi, nous pouvons montrer
que ^a . . .^a est satisfiable. ⇤

Théorème 3. ^a . . .^a⇤a � · · · � est satisfiable, pour � 2
{⇤a,^a}.

Démonstration. ⇤a est satisfiable pour tous  2 L. Par
conséquent, par Theo 2, ^a . . .^a⇤a� est satisfiable pour
tous � 2 L. ⇤

Simplifications pour la logique modale KT La logique
modale KT est di↵érente. La réflexivité (Axiome (T))
implique que ⇤a? est unsatisfiable, ce qui signifie que
nous ne pouvons pas appliquer la même technique qu’en
logique modale K. De plus, en raison de l’absence de
transitivité (Axiome (4)), nous ne pouvons pas simplifier
(⇤a^a⇤a^a�) en (⇤a^a�), comme c’est le cas en S4. Nous
proposons donc de nouvelles simplifications qui préservent
la satisfiabilité (mais pas l’équivalence) dans KT. Cepen-
dant, il est toujours possible de récupérer un modèle pour
la formule d’origine en trouvant un modèle pour la formule
simplifiée.

Théorème 4. ⇤a �  ⌘sat � , for � 2 {⇤a,^a}.

Démonstration. Cas 1 : � = ^a. ()) If ⇤a^a est sa-
tisfiable alors, par l’axiome (T), ^a est satisfiable. (()
Supposons hK ,wi |= ^a . Nous pouvons créer un nou-
veau modèle hK 0,wi qui est le déroulement de hK ,wi.
Ceci est un arbre infini avec w comme racine, qui est bi-
similaire à hK ,wi. Par hypothèse, il y a au moins un monde
w0 2 Ra(w) t.q. hK 0,w0i |=  . Notez également que la
propriété de réflexivité de la structure d’origine K im-
plique hK 0,w0i |= ^a . Il peut aussi y avoir des mondes
w00 2 Ra(w) t.q. hK ,w00i 6|=  . Nous pouvons supprimer
toutes ces branches de la racine. Dans le modèle obtenu,
tous les mondes accessibles depuis w satisfont  . Pour faire

de ce modèle un modèle KT, nous ajoutons une flèche ré-
flexive uniquement sur la racine w. Ce modèle final satisfait
⇤a^a . Cas 2 est similaire. La seule di↵érence est qu’il n’y
a pas de branches w00 à supprimer. ⇤

Théorème 5. ^a ⌘sat  

Démonstration. ()) S’il y a hK ,wi |= ^a , alors il y a
w0 2 Ra(w) t.q. hK ,w0i |=  . (() If hK ,wi |=  , par la
contraposée de l’axiome (T), hK ,wi |= ^a . ⇤

5 Résultats expérimentaux

Nous avons implémenté les abstractions et les simplifi-
cations proposées en plus de MoSaiC 1.0 [18, 19], dans
un solveur appelé MoSaiC 2.0. Nous avons choisi de com-
parer les solveurs sur les benchmarks LWB classiques pour
les logiques modales K, KT et S4 [3]. Ces benchmarks sont
générés en utilisant le script de [22] en utilisant 56 formules
avec 18 paramètres, pour un total de 1008 formules, 504
satisfiables, 504 insatisfiables.

La Table 2 synthétise les résultats. Elle montre le nombre
de benchmarks résolus, ou une cellule grise si le solveur ne
gère pas la logique considérée. En gras, les meilleurs ré-
sultats d’une ligne donnée et, entre parenthèses, le nombre
de cas-tests qui ne peuvent être résolus par manque de mé-
moire.

La ligne du VBS représente le Virtual Best Solver (une
limite supérieure pratique sur la performance réalisable en
choisissant le meilleur solveur pour chaque benchmark).
Les expériences ont été exécutées sur un cluster de Xeon,
4 cœurs, 3.3 GHz avec CentOS 6.4 avec une limite de mé-
moire de 32Go et une limite de temps de 900 secondes par
solveur par instance, quel que soit la logique considérée.
Toutes les réponses aux solveurs ont été vérifiées car la
satisfiabilité des instances est connu par construction. Au-
cune di↵érence n’a été trouvée.

Nous avons comparé MoSaiC 2.0, avec les solveurs de
l’état de l’art pour les logiques modales K, KT et S4, à
savoir :

Moloss 0.9 [1],
KS P 0.1.2 [22],
BDDTab 1.0 [11],
FaCT++ 1.6.4 [35],
InKreSAT 1.0 [15],
*SAT 1.3 [10],
Km2SAT 1.0 [32] combiné avec le même solveur
SAT Glucose (4.1) utilisé dans MoSaiC (1.0 et 2.0)
[2],
Spartacus 1.0 [12],
MoSaiC 1.0 [19],
Vampire 4.0 [16] avec une combinaison de la traduc-
tion fonctionnelle optimisée [13].

J.-M. Lagniez, D. Le Berre, T. de Lima, V. Montmirail

133 JIAF@PFIA 2019



Solver LWBK SAT LWBK UNSAT TotalK LWBKT SAT LWBKT UNSAT TotalKT LWBS 4 SAT LWBS 4 UNSAT TotalS 4
#Instances 504 504 1008 504 504 1008 504 504 1008

Moloss 71 (0) 83 (0) 154 (0) 68 (0) 170 (0) 238 (0) 269 (0) 203 (0) 472 (0)
InKreSAT 192 (24) 247 (0) 439 (24) 155 (9) 193 (0) 348 (9) 248 (0) 304 (0) 552 (0)
BDDTab 248 (5) 277 (4) 525 (9) – – – 211 (0) 270 (0) 481 (0)
FaCT++ 264 (10) 284 (19) 548 (29) 184 (30) 226 (59) 410 (89) 298 (42) 338 (25) 636 (67)
MoSaiC 1.0 263 (241) 306 (198) 569 (439) 230 (251) 222 (253) 452 (504) 277 (229) 247 (255) 524 (484)
KS P 249 (4) 328 (3) 577 (7) 130 (2) 93 (0) 223 (2) 223 (0) 205 (0) 428 (0)
Spartacus 331 (33) 320 (10) 651 (43) 207 (74) 251 (59) 458 (133) 273 (17) 350 (13) 623 (30)
MoSaiC 2.0 362 (142) 321 (73) 684 (215) 304 (167) 249 (219) 553 (386) 360 (8) 390 (31) 750 (39)

VBS 362 342 704 304 249 553 364 390 750

Table 2 – Number of LWB instances solved in K, KT and S4

(a) en LWB K (b) en LWB KT (c) en LWB S4

Figure 2 – Distribution des temps d’exécution

Pour le basculement entre les deux fonctions de sur-
abstraction dans MoSaiC 2.0, nous avons déterminé expé-
rimentalement que le seuil (|�| ⇥ borneCourante > 5000)
a bien fonctionné pour ces instances sur notre ordinateur
avec une limite de mémoire de 32 Go.

Les résultats obtenus Il est important de remarquer que
KS P (aimablement fourni par ses auteurs) est encore en dé-
veloppement pour les logiques modales KT et S4. Ses ré-
sultats doivent être considérés comme préliminaires. Nous
pouvons voir que le nombre de Memory-Out entre MoSaiC
1.0 et MoSaiC 2.0 réduit drastiquement dans les trois lo-
giques grâce à la nouvelle sur-abstraction, qui réduit la
taille de la formule qui doit être traduite.

En logique modale S4, on peut voir que l’écart entre
MoSaiC 1.0 et MoSaiC 2.0 est plus important. L’approche
basée sur SAT pour S4 est extrêmement e�cace en rai-
son des simplifications des chaînes de modalité, qui ré-
duisent considérablement le temps de traduction. De plus,
le temps de traduction étant réduit en raison de la nouvelle
sur-abstraction et de la nouvelle sous-abstraction, MoSaiC
2.0 est beaucoup plus rapide que MoSaiC 1.0 (2s vs 28s
en temps médian). Une autre manière d’observer l’impact
de ces nouvelles abstractions est de regarder la distribution
des temps d’exécution entre MoSaiC 1.0 et 2.0, visible sur
la Figure 2(a) pour la logique modale K, sur la Figure 2(b)
pour la logique modale KT et sur la Figure 2(c) pour la lo-

gique modale S4. Le coût de la traduction était très visible
pour MoSaiC 1.0 si on compare sa distribution de temps
d’exécution par rapport aux autres solveurs de l’état de l’art
(il résout très peu d’instance en moins de 20 secondes par
exemple), alors que MoSaiC 2.0 a pallié à ce coût, d’où le
temps de résolution médian beaucoup plus bas.

Afin de comprendre la di↵érence d’e�cacité de la ré-
solution de ces logiques, nous avons collecté des informa-
tions sur la taille des modèles Kripke calculés.

Table 3 – Tailles des structures de Kripke pour des bench-
marks satisfiable pour chaque logique modale

min Q1 med mean Q3 max
K 1 2 22 174 279 903

KT 1 52 207 364 613 1505
S4 1 33 113 256 399 1217

Comme représenté dans la Table 3, l’ajout d’axiomes
tend à augmenter la taille des modèles trouvés. Ceci peut
s’expliquer en partie par le fait que ces modèles doivent sa-
tisfaire plus de contraintes. Cela arrive moins souvent en
S4 car nous pouvons réduire considérablement le nombre
de modalités.
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6 Conclusion

Dans cet article, nous présentons un nouveau solveur
de logique modale MoSaiC 2.0 qui étend MoSaiC 1.0 en
considérant de nouvelles fonctions d’abstraction et en ci-
blant de nouvelles logiques modales (à savoir KT et S4).
Les nouvelles fonctions d’abstraction visent à extraire une
sous-formule insatisfiable, lorsque le problème est insatis-
fiable, ou de trouver un modèle pour une sous-formule sa-
tisfiable qui peut être étendue à toute la formule.

Les nouvelles fonctions d’abstraction ont été conçues
pour traiter les cas où MoSaiC 1.0 sature la mémoire. Nous
avons montré que ces fonctions pouvaient être combinées
avec celles d’origine afin d’améliorer l’e�cacité de l’ap-
proche. À cet égard, nous avons étendu le principe de sim-
plification de la formule au niveau du domaine afin d’ob-
tenir de meilleurs résultats au niveau SAT. Des simplifi-
cations logiques supplémentaires ont été proposées pour
traiter les chaînes de modalités générées par les nouvelles
fonctions d’abstraction.

MoSaiC 2.0 surpasse les autres solveurs sur les bench-
marks considérés. Alors que le système de sélection actuel
pour les abstractions à appliquer est simple et empirique,
l’étape suivante serait d’adapter les abstractions à utiliser
en fonction de la mémoire disponible, à chaque étape de la
procédure.
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