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Résumé. En suivant les idées de Rosenbloom [7] et Hayman [5] nous utilisons une démarche probabiliste
pour étudier le comportement asymptotique des coefficients d’une série entiere. Dans ce cadre nous
énongons un théoreme de convergence vers une loi normale. Nous appliquons ensuite la méthode de Luis
Béez-Duarte [1] & I’étude asymptotique du nombre de partitions d’un entier en entiers distincts.

1 Introduction

Notation.

On désigne par O, (D(0, R)) I'ensemble des fonctions f analytiques dans le disque ouvert D(0, R), ol
R €]0,400], telles que f(t) =", <, ant™ avec a, réels positifs non tous nuls. En particulier on a f(¢) > 0
pour tout t € |0, R[. -

Définition.

Soit f € OL(D(0,R)) : pour tout ¢t € |0, R[ on définit la mesure discréte sur R

Z ant”

On associe & cette mesure une variable aléatoire X, définie sur l'espace probabilisé Q =]|0, 1], & valeurs

dans N, telle que
a,t"

f@)’
le but étant de démontrer des résultats sur le comportement asymptotique des a,, en utilisant des méthodes
probabilistes (voir Rosenbloom [7] qui attribue cette idée & Khinchin).

P(Xt:n):

Moments et fonction caractéristique.
Les séries ), <, n*a,t" étant aussi convergentes dans le disque D(0, R), on en déduit que X; possede un
moment d’ordre k pour tout & > 1. En particulier pour k£ = 1 on a, pour tout ¢t € ]0, R] :

ant" S0
Z (t)

On pose m(t) = E(X}), 0 <t < R; la fonction m est continue sur |0, R|.
La fonction caractéristique ¢x, (ou @,,(y)) de X; est donnée par

— B(ei0Xty — emeﬂ:f(tew)
ox0) = B = S o = T

Les coefficients du développement de Taylor de f sont liés a la fonction caractéristique ¢x, par

o, = 10 / " o, (B)e=0d0 (1.1)

2mtn

pour tout t € ]0, R].



Normalisation.
Soit o(t) = \/Var(X;) et considérons la variable aléatoire centrée réduite

X, —
7z, = At m(t)
o(t)
On a o -
ez, () =e "0 px, (=)

o(t)
% dans la formule (1.1) donnant a,,, on obtient pour tout ¢ € ]0, R|
o

donc en posant 6 =

an T.

o (t) .
_ 1@ / o7, (2)¢ 7 O g
27T0(t)tn —mo(t) !

Supposons qu’il existe une suite t,, — R telle que

m(t,) = n pour tout n

£(ta) /’”’“’”
Un = 5— "~/ \n ?z., (@)de
27T0'(tn (tn)n —mo(tn) "(

alors on a

Comportement asymptotique des a,, lorsque n — +oo

On suppose que la fonction m est continue, strictement croissante et qu’elle tend vers +oo lorsque ¢ tend
vers R. Soit (¢,) une suite dans 0, R[ tendant vers R et telle que

m(t,) =n pour tout n

et
o(tn) = +o0.

On a alors (tn)
f(tn) /m
a, = —2" ¢z, (@)dz.
2700 (tn) (tn)™ J —ro(t,) 2, (

Supposons en outre que l'on ait la convergence en loi de Z; vers une variable aléatoire Z quand t — R,
ce qui veut dire que
pz,(x) = pz(z)

pour tout z, alors on peut espérer un résultat du type (voir Hayman [5])

+oo
S (tn) / pz(x)dx.

" 2o (t) )™ o

Pour que la formule ci-dessus donne un équivalent sous une forme forme analytique simple, il faudrait
pouvoir résoudre explicitement ’équation

m(ty) = n.
Quand ceci n’est pas possible, la stratégie consiste alors & utiliser un équivalent de la fonction ¢ — m(t)

lorsque t — 1.
Soient my et o1 des équivalents de m et o respectivement lorsque ¢t — 1 :

m(t) ~ ma(t)
o(t) ~ o1(t).



Soit alors (7,,) une suite dans 0, 1] tendant vers 1 et telle que pour tout n
my (1) = n.

Xt — mi (t)

Posons Z} = 0
01

. On a comme précédemment

(71(7'”)71'
a, = f(Tn) / E(ezxZin )dm

210y (Tn)Tﬁ‘ —o1(Tn)m

La justification de ce remplacement par des équivalents nécessite une condition de convergence forte (voir
Béez-Duarte [1]) :
/"7(7—71,)7'r
—o(tn)m

On applique la méthode que 'on vient de décrire a la fonction

=> q(n)z

ou g(n) est le nombre de partitions restreintes de n, c’est-a-dire le nombre des décompositions

vz, (r)— e—x2/2‘ dx — 0.

n=ny+---+n

en entiers strictement positifs différents les uns des autres afin d’obtenir la formule asymptotique des
partitions restreintes :

1 evs
q(n) ~ 431/4,3/4

(voir par exemple Erdés [4] ou Ingham [6]).

2 Variable associée a un produit infini

On suppose désormais R = 1.

2.1 Mesure associée a un produit

Lemme 2.1 Soient f; et fo deux fonctions dans O, (D(0,1)), alors le produit f;f> est dans
04(D(0,1)) et
e (frf2) = pe(f1) * pe(f2)

Plus généralement, soient fi, fo,... des fonctions dans O, (D(0,1)), alors le produit f;...f, est
dans O, (D(0,1)) :
pe(frofn) = pe(fo) * - pe(fr)

Démonstration
Soient fi(t) =) ,50ant™ et f2(t) = 3,50 bnt", on a
UED D S S ST
n>0 n>0 n>0 k+l=n

donc

ab, a
pe(fifo) = Lictizn 00" lt o= Z kt blt 0 = pr(f1) * pe(f2)

n>0 f () n>0k+l=n

Par récurrence on a pug(f1...fn) = pe(f1) * -+ e (fn)-
([l



Théoréme 2.2 Soit (f,) une suite de fonctions dans O, (D(0,1)) telle que le produit infini
[1:35 fx converge uniformément sur tout compact de D(0,1). Alors la fonction f = Hk>1
est dans O, (D(0,1)) et la suite des mesures p(fi...fn) = pe(f1) * -+ * ps(fn) converge en 101
vers la mesure p;(f) lorsque n — +oo.

Démonstration. Comme le produit infini HZ;“{ fx converge uniformément sur tout compact de D(0,1)
on en déduit que la fonction f = stcl fx est analytique dans D(0, 1).

En outre on a
—+o0 +oo
a0-TI S e = 5 s

k>1 k>1n>0 n>0 mni+...+np=n

a, = g Apy1e-Onyp

ni+...+np=n

done f(z) =)_,5ganz" avec

ce qui prouve que f € O4(D(0,1)).
D’autre part, la fonction caractéristique de pe(fi...fn) = pe(f1) * -+ % pe(frn) est égale au produit des
fonctions caractéristiques de chacune des lois

_ filte™)  fa(te™)
Pe(fr)eerpae (£) (T) = A0

Comme le produit fi(2)...fn(z) tend vers f(z) pour tout z dans D(0,1), on a pour tout ¢ € )0, 1]

1. fl (teiw) fn (tela:) f(te’bz)

lm DY =

n—oo  fi(t) fn(t) f(t)

La suite des fonctions caractéristiques des mesures p:(f1...fn) converge donc simplement vers la fonction

caractéristique de la mesure u:(f) associée & f.
U

2.2 La série des variables aléatoires associées

Soit (f,) une suite de fonctions dans O, (D(0,1)) telle que le produit infini f = H:;"i fx converge
uniformément sur tout compact de D(0,1).

Par un théoréme classique, & la suite des mesures de probabilité (u:(f,)) on peut associer une probabilité
sur 'espace produit  =]0, 1[N et une suite de variables aléatoires (X, ;) & valeurs dans N indépendantes
telle que pour tout n > 1 la variable aléatoire X, ; ait pour loi p(f,).

On peut alors affirmer que pour tout n > 1, la mesure p;(fi...f,) est la loi de la somme X ; + ... + X, ;.
La convergence de la suite de mesures i (fi...fn) se traduit donc par la convergence en loi de la série
Y ons1 Xnyt Laloide ) o X, n'est autre que 1 (f).

La série

Z Uz(Xn,t) = Z Var(Xn,t - E(Xnt))

n>1 n>1
est convergente et d’apres le théoreme de Kolmogorov, la série ) (X, — E(X,)) converge presque
strement sur €. Si 'on suppose que la série ) ., F(X,, ) converge alors la série ) -, X, converge
presque siirement. a B
Les X, + étant positives et indépendantes, on en déduit par le théoreme de Beppo-Levi que

Var(z Xnt) = Z Var(Xn,.).

n>1 n>1



Ceci justifie la définition suivante :

Définition.

Soit (f,) une suite de fonctions dans O, (D(0,1)) telle que le produit infini f = H:ﬁcl fx
converge uniformément sur tout compact de D(0,1). Soit une suite de variables aléatoires
(Xn,t) telle que pour tout ¢t € ]0,1[ les X, ; sont indépendantes et pour tout n > 1 la variable
aléatoire X,,; a pour loi p(f,).

Siles séries ) ., F(X, ) et > -, Var(X, ) sont convergentes, alors la série ), ., X,, ; converge
presque siirement et définit une variable aléatoire X; de loi u.(f). B

On a de plus

m(t) = B(X,) = S E(X,.) et oft) = (Var(Xt))l/2 - Var(th))l/Q.

n>1 n>1

2.3 Application a I’étude des coefficients

On se donne une suite de fonctions f, =3, -, ag 2" dans O (D(0,1)) telle que le produit infini H:; fn

converge uniformément sur tout compact de D(0,1). La fonction f = [[/3] f,, est dans O, (D(0,1)) et
l'on peut écrire f(z) =), ~,anz™ avec

Ay = E anl’l...anpyp

ni+...+np=n
Si les séries Y, < E(Xpy) et Y~ 0(X,¢) sont convergentes, considérons la variable aléatoire centrée
réduite Bl B
7 ZnZl Xyt —m(t)
' o(t)

Supposons que Z; converge en loi vers une variable aléatoire Z de loi N(0,1) et soit (¢,,) une suite tendant
vers 1 telle que

m(t,) = n pour tout n.

On a alors

tn 7o (tn)
Z Uny 1ee-Onyp = L/ vz, (z)dx

R 270 (ty,) (tn)™ ro(ta)

Si
o(t,) = 400 quand t, — 1

il est plausible que
o(ty)m +o00 +o0 )
lim o, (x)dx = / lim ¢, (x)dx = / e " 2de = \n
tn—1 —o(ty)m™ —o0 —o00
et on en déduirait ainsi la formule asymptotique des coefficients

Z Ay 10Oy p ~ L (2.1)

ni+...+np=n Qﬂd(tn)(tn)”



Passage par des équivalents.

Afin d’établir la formule (2.1) ci-dessus avec o1 & la place de o (et 75, & la place de ¢,), il reste & montrer
que

o1 (Tn)m ]
lim E(e”Zin)das = V2.
n——+4oo —o1 (Tn)ﬂ'
On remarque que 'on peut écrire
Xt —mq(t) o(t)
7t = =7 +e(t
¢ o1 (t) Loi(t) ®)

m(t)=ma (1)

FRORE On a alors

oue(t) =

01 (Tn)™ . Ul(Tn)ﬂ' . o(tn)
/ E(emzin)d(ﬂ _ / E(e”ﬂmmz )ms(‘rn)dx

—01(Tn)7 o1(Tn)T

olr) o
N Ul(Tn)/ 0z, (x)e” 7ty () g

J(Tn) —o ()7

Pour justifier le remplacement par des équivalents, nous énongons deux hypotheses :

Hypothése 1. Supposons que

m(1,) — mi(7n)

o1(Tn)

\/O'(T”)ﬂ'
—o(Tn)7

. o1(Tn)
Sous ces deux hypotheses il est facile de montrer que la suite [~ L(T (,;)7):7 0z, (x)e"” oty (T g converge

=¢e(mn) = 0 quand 7, — 1.

Hypotheése 2. Supposons que

¢z, (r)— 6712/2’ dz — 0.

vers v/ 27.
En effet, on a

o(mp)m Zmm o(mp)m

o(Tn)m
</

—o(Th)7

il suffit donc de montrer que

Tn)Tr i Z1(Tn) o(m)m 221(n) 2
(z)e'® ot &) gy — %5ty &(Tn) g=2%/2 4.

vz, (r)— 6_932/2‘ dz,

U(Tn)ﬂ . o1(tn) ( ) 2 2
lim et () =272 00 — \/or.

Tl o ()

Ceci résulte du théoreme de la convergence dominée, car on a

lim e c;l((r?)) () g—a?/2 _ o—a*/2
Tn—1

et

A ) 22| < (i

Résumons ce qui précede dans le théoreme suivant :



Théoréme 2.3 (Théoréme des équivalents) Soit (f, = >_, -, arnz") une suite de fonctions
dans O, (D(0,1)) telle que le produit infini H:; fn converge uniformément sur tout compact
de D(0,1). La fonction f = HZ; fn est donc analytique dans D(0,1) et f(z) =3, 5, a,2" avec

apn, = E Uny 100-Gny p
ni+...4+np=n
Si les séries ), -, E(Xn¢) et 30, -, 0(X,,) sont convergentes, considérons la variable aléatoire
centrée réduite
. Zn21 Xnp —m(t)
a(t)

Supposons que Z; converge en loi vers une variable aléatoire Z de loi N(0,1) avec la condition
de convergence forte

Z

o(t)m
lim 0z, () —e /2 dz =0 (2.2)
t—1

—o(t)m

Soient m; et o; des équivalents de m et o respectivement lorsque ¢t — 1 :

m(t) ~ m(t)
a(t) ~ oi(t)

Soit une suite (7,,) dans 0, 1] convergeant vers 1 et telle que pour tout n on ait :
mi(m,) =n

avec
m{7n) — M1 (7n) — 0 quand 7, — 1.
o1(7n)

Alors

- J(7n) )
V21 (1,) T

Qn

3 Un théoréeme de convergence

Théoréeme 3.1 (Théoréeme de convergence) Soit une suite de variables aléatoires positives
(X,:) dans L*(Q), telle que pour tout ¢ € ]0,1] :

a) les X,,; sont indépendantes

b) les séries ) o E(Xnt)y D51 Var(Xn,) et Ts(t) = > 5 E(| X — E(X,n.)*) sont conver-

gentes
. L3(t)
c) la fonction t — 5 tend vers 0 quand ¢ — 1
(o))
. Var(X
d) hmt_ﬂsupnmag(t)"’t) =0

Alors la série X; = ) ., X,,; est convergente presque siirement et la fonction caractéristique

¢z, de la variable aléatoire

2t a(t)

est telle que

vz, () — e /2 quand t— 1.



Démonstration.
ZnZl Ynat
o(t)
Par I'indépendance des Y, ; on voit que la variable aléatoire Z; a pour fonction caractéristique

Posons Y’mt = Xn,t — E(X’mt) on a Zt =

; Yn,t Yot
02,(0) = B(e"’ > =) = [] B(e"=0)

n>1

Ona E(Y,:)=0et BE(Y?,) =07, =Var(Xny).

n,t =

Lemme 3.2 Sous les hypothéses du théoréme (3.1) ci-dessus, on a

Yt 92 o 9
7,9”(,) _q1_2 n,t
Be™o0) =1- 5 () + Lal6:)
avec 3
L. 0.9 < A By, P)
T 6(o(1))3 ’

2 1 2
. 1_ _
e =1+1ix — r_ z/ Qaﬁe”‘mdu
2 0

qui nous donne

Yy 92 Yn,t\2 1 2 Y.
g0%is oy gYee G0N [ UG g Yt e
o(t) 2 0 2 o(t)
Comme E(Y,, ;) = 0 on en déduit que
n,t 92 Tn.t)2 1 2 . n,t
E<ezegm) - 1- (‘T(t)) —’i/ (1 u) 3E((Yn,t)3ezu9};(t)>du
2 0 2 o(t)
92 On,t 2
- 1 (2 L0,
S (2 4 L0,
ol ¥ 2
3 1—wu 3 Yn t\3 iuah
- _ d a(®
L,(0,t) Z/o 5 0 E((a(t )e )du.
On a ainsi la majoration
Yoi3\ 1 (1 —u)?| ju¥me & 3
L,(0,t <93E< ’ )/ "W | du < = E(|Yni])-
| ( )| = (O'(t)) 0 2 € U =~ 6(0’(t))3 (l 7t| )

Ce qui termine la démonstration du lemme.

Par I'indépendance des Y, ; la fonction caractéristique ¢z, de la variable aléatoire Z; peut s’écrire

or(0)= [~ 92(“’(;;)2 4 Lo (0,1)). (3.1)

Q

2
Pour montrer que ¢z, (0) — e~T quand t — 1 nous allons utiliser le lemme suivant (dont nous donnons
la démonstration dans I’Appendice (voir section 5)) :



Lemme 3.3 Soit (un,:)n>1 une famille de suites complexes indexées par ¢ € |0, 1] telle que

() sup,,>1|un¢| — 0 quand ¢ — 1.

(n) il existe M >0 et 0 <a <1 tel que ) -, |u,¢| <M pour tout ¢ € o, 1.

(22) il existe S € C tel que 2721 Up,t — S quand t — 1.
Alors
lim [T+ une) =€,
t—1 ’
n>1

On va appliquer ce lemme & la fonction caractéristique (3.1) en posant

0% o,
Unp(0) = == (ZL)2 4 L, (0, t)

2 ‘o(t)
Vérifions les trois conditions du lemme :
(z) On a
9? o
sup [un¢(0)] < — sup(—=)2 +sup Ly (6, )
n>1 2 n>1 U(t) n>1
92 Un,t

’)

6°
< —su P E(Y,
2 nzlil)(o'(t)) 6(J(t))3 ngl (| 1,t
D’apres les hypotheses ¢) et d) du théoréme cette derniére quantité tend vers 0 quand ¢ — 1.
(1) On a
# =

D lund®)l < 5 3 CE 3 Lalt)

n>1 n>1

62 0)° 3
5t 6(r|7(t))3 ZE(‘Yn,t| )-

IN

Or d’apres c) la quantité W Yot E(|Y,4]*) est bornée au voisinage de 1.

(1) On a

2 On it 2
Zum(&)ZZ(U’&))2+ZL”(GJ)02+2Ln(9,t)

n>1 n>1 n>1 n>1
et 3,51 Ln(0,t) — 0 quand ¢ — 1 par c).

On adonc ), -, unt(0) — —% quand t — 1 et par le lemme (3.3)

0z, (0) = n1;[1(1 — 92(27(15)2 + Ly (6,t)) — e



4 Application aux partitions

Considérons la fonction définie par le produit infini

+oo
fe) =TI +2")

—+o0

n—q 2" converge uniformément sur tout compact

Cette fonction est analytique dans D(0,1) car la série )
de D(0,1). On a

f(2) =) qn)z"
ot ¢(n) est le nombre de partitions restreintes de n, c’est-a-dire le nombre des décompositions n =
ny + - -+ + n, en entiers strictement positifs différents les uns des autres.
Le but de ce qui suit est d’appliquer la méthode décrite au début de cet article pour obtenir la formule
asymptotique des partitions restreintes :

w/n
1 evs

q(n) ~ 4 31/4,3/4

Soit la mesure de probabilité associée a f,,(t) =1+ ¢"

1 t’n

n) = 0
Hilfn) = 7m0+ T

n

ou dg et d, représentent les mesures de Dirac en 0 et n respectivement.

On associe & ces mesures une suite de variables aléatoires indépendantes (X, ;) (voir section (2.2)). La
variable X, ; prend les valeurs 0 et n et on a

ntn
E(X =
( Tl,t) 1 + tn
2in
n-t
Var(Xn:) = ———.
(1+41tn)
Dans ce qui suit on posera
t=e "

ou r > 0, de sorte que ’on a
t—>1<r—0.

4.1 Vérification des hypotheses du théoréeme de convergence

Les séries >, <, E(Xy¢) et Y, 0(Xp ) sont clairement convergentes. On pose

m(t) = —eto(t) = —s.
e s (1+9)
Examinons la série Y - E(|Xpn: — E(Xnt)|3) jona
nt" 4 1 nt" "
E(| X, — EXn0))?) = 3 -—)®
(1Xns = B = () e + (- T e

gt

= n —
(1+1tm)

donc la série Y o E(|Xn,: — E(Xn,t)|3) est convergente.

Ainsi les hypothéses a) et b) du théoréme de convergence (3.1) sont bien vérifiées.

10



4.1.1 Comportement asymptotique de m et o2

Pour déterminer le comportement asymptotique quand ¢ — 1 des fonctions m(t) et o(¢)on va utiliser de
la formule d’Euler-McLaurin :

si f € C0,+o0[ on a

n n 1 n

St = [ e+ 510+ f) + [ b@)f @)
- 1 1

k=1

ouby(z) ==z —[zr] - 3. Si S fk) et 1+°° f(z)dx sont convergentes alors

+oo 1 +o0 ,
S0 = [ s@de g0+ [ b @

On a ainsi N
[o ]
_ ke~Tk 1,1 _
e =D T o g =)
car

—rT

+oo —rk +o0
ZL _ / 2 e+ o(1)
0

1 + ef’r:b

+oo
= Z(—l)”/ ze ™ Ve + 0(1)
0

Et de la méme maniere, on a

+o0 2 —rx 2
9, e ™1 o
A~ [ e e T =l (4.1)

car

+o00 x2e—rr +oo L +oo ) 9 +oo ) 1
_ E n— —rxn _ 2 : n—
n=1

n=1 0

4.1.2 Les conditions c) et d)
Calculons Ts(t) = 32,51 E(| X0 — E(X,,)[) -

—3nr —nr +oo .3(,—3rx —rx
> B(Xe — B = ot [ le T e, O
n>1 n>1 (]. + 677”) 0 (1 + e ”) T

et donc




On a donc bien E?t()tg — 0 quand t — 1.

Var(X,
11 reste a voir que lim;_,; sup,,~ arg((t)’t) =0.0na
= o
Var(X 1 " 1
6”"2( n.t) - - n2 ;< — n2n
20 20" 1) - 0

2

Or on a n?e™"" < 4e~2 pour tout n et o?(e™") ~ =L d’aprés (4.1) donc

Var(X,,
lim sup 7&7“( ) =0.
t—1 nZl 0'2(t)

Ainsi les hypothéses du théoréme de convergence (3.1) sont bien vérifiées. Par conséquent la fonction
caractéristique ¢z, de la variable aléatoire

o anl Xn,t - m(t)

“ 20

—z2/2

converge vers e quand ¢ — 1.

4.2 Vérification de la condition de convergence forte

Pour en déduire une formule asymptotique du nombre de partitions restreintes g(n) défini en (4), on doit
vérifier les hypotheses du théoreme des équivalents, en particulier la condition de convergence forte (voir
équation (2.2) et Théoreme (2.3)).
1l s’agit de montrer que

o (t)
lim ‘wzt @) — 6—92/2‘ d = 0.

t—1 —no(t)

Pour cela on va décomposer 'intégrale précédente en

/ ‘ﬁpzt@) —e_az/z‘de—i-/
101< =5 Oz <|0|<mo(t)

rl/2 rl/
et majorer |z, (6)| sur chacun des domaines d’intégration.

vz, (0) — /2] dp

1 1 2

L 41 Silf| < —— ~ —7r /2 a] )| < e=9°/3.
emme 4.1 10| Jrgy ~ g7 alors lo 0 <
Démonstration. sy
Posons Y, ; = X+ — E(X,+) on a Z; = %)m On a
0
Yz, (0) = H PYn e (U(t)>
n>1

Pour majorer |¢z, (0)] on va utiliser le lemme suivant dont la démonstration est reportée a la section
(5.2) :

Lemme 4.2 (Lemme de Cramér) Soit X une variable aléatoire telle que E(|X|*) < +o00 et px
sa fonction caractéristique. On a

() < e EEDHI BT

1 E(X?) 2 7ﬁE(X2)‘

En particulier si || < 3 BIXT) alors |px(t)]" <e™ s

12



On ainsi

2

0 ngt 2 4|9|3E(|Ynt|3)
- < /] ,77)
@Y“‘t(a(t)) eXp( 2(t) 3 o3
donc
o2
410 B(| Vol )) ( 4, Ts(t)
r.t 2 n,t 2
2 ¢ OEEA e LY _ oop(—02(1— 210 )
n>1
1
Pour conclure, si 0] < o Alors 1—3 216] F“"(t) > 2/3 et par conséquent |¢z, (6)° < e=20°/3.

a3(t)

O

2
Comme 7o (t) ~ \/g 372 lorsque ¢ tend vers 1 il suffit maintenant d’obtenir une majoration de la fonction

1 1 72
caractéristique sur le domaine ——r /2 < || < \/>
q 403 — | | — 6 7‘3/2

Lemme 4.3 Soit C une constante positive. Sous I’hypothése
positif B tel que ’on ait |py, (0)] < e 5/7.

< 0] < mo(t) il existe un réel

Démonstration.
La méthode consiste a écrire

Iz, (6)]) = Y In(|1 +t5/70]) —In(1 + ).
k>1
On développe
. 2
(1 + tke““’/"(t)‘ =1+ 12 4 2t% cos(k/o (1))

et on écrit

In(|oz,(0)) = %Zln(l + 7% 4 2t% cos(kO/o (1)) — In(1 + % + 2t7)

k>1

B 2tk (cos(kf/a(t)) — 1)

= *]; 1+ 2k 4+ 2tk )

1 2t* (cos(kf/a(t)) — 1)

= 5; 1+ 2k + 2tk

< iZtk(cos(kQ/U(t)) -1)
k>1

Or on a ) teif/o(t) tcos(f/o(t)) —t2
Zt (cos(kO/o(t)) = Re( —te?/o®) T 1= 2tcos(0/o(t)) + 2

k>1
et puisque Cr < |0| /o(t) < 7 alors cos(0/c(t)) < cos(Cr). Par conséquent

tcos(Cr) — t*
— 2t cos(Cr) + t2

Z tk(cos(kb/a(t)) < 1

E>1

1 tcos(Cr) — t2 t 1 1
<= - “ -
Inflez, O)1) < 4(1—2tcos(C’7")+t2 1—t> <1+02 1>T

donc

13



On en déduit l'existence d’une constante B > 0 telle que 'on ait :
iz, (0)] < e P/
O

Théoréme 4.4 On a o
lim
t—1 77TJ(t)

vz, (0) — /21 dh =0

Démonstration.
D’apres le lemme (4.3) :

_Bm . C
loz,(0)] < e B/ si 7z <101 < 7o(t), avec B> 0

et clairement , ,
670 /2 < 670 /2r

sous les mémes conditions. On a donc, avec D = min(B, C?/2) :

/ oz (0) - Par < oz (@) s+ [ e g
TIC}ZSIQ‘STFU@) Tlc/2§|9\§7ra(t) 7_10/2 <|#|<mo(t)
B C
S & D/r (ﬂ'U(t) - m)

et cette derniére quantité tend vers 0 lorsque t tend vers 1 (i.e. lorsque r tend vers 0).
Il reste a voir que

lim ’% 0) — 6*92/2’ o =0
t—1 16]< c

172

D’aprés le lemme (4.1), sur cet intervalle on a |z, (8)| < e=%°/3 donc
’sﬁzt (0) — 3702/2’ <e /B et

et on peut conclure par le théoreme de la convergence dominée.
O

4.3 Application du théoreme des équivalents
On a choisi comme équivalent de la fonction m lorsque t tend vers 1 la fonction mq définie par

772

’n’h(ﬁ) = m

On définit encore 7,, par 1'égalité my(7,,) = n et on pose 7, = e~ *n.
On a alors

1
e[
2v/3/n

mi(e ") =n autrement dit p, =

et par conséquent
_ 1
Tp =€ 2/3vn",
ainsi que

2 1 4
a'%(rn) = Eﬁ - _ (n)3/2 \/g
2\/§ﬁ7r

3
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En outre

=e(m) —0
o1 () (7n)
car N
_ _ X kemrnk 1,1
m(e” ") —my(e™” )—;1+6_pnk o E: (1)
. . , f(Tn) . .
Pour appliquer la formule asymptotique (2.3) : a, ~ ——————, il reste a calculer
V2o (1n)TR
+o00 N i
f() = [T+ 77",
k=1

Passons au logarithme

I(f(r) = > In(1+ e 7vava ™),

k>1

Lemme 4.5 On a pour p — 0"

In(1 TP)Y=——=In2 .
kZ:ln( +e ") 12 50 + 0 (p)

Démonstration.
Appliquons la formule d’Euler-McLaurin :
e P

+oo 1 +oo
—pky _ —pz - Py _ -
Zln(1—|—e ) —/1 In(1+ e "")dx + 21n(1+e ) p/1 bl(x)l_'_eipxda:

k>1
a) Le terme f1+oo In(1+ e "*)dx :

Intégrons par parties :

o0

+o0 1
/ In(1+e?)de = In(1+ e *)dx — / In(1+ e "*)dx
1 0 0

+oo _1\n—1
= / Z (Le_pmdx —In2+ 0 (p)
0

n
n>1

= w—an—l—O(p).

S~

Donc

b) Le terme 3 1In(1+e~"):

¢) Soit by(z) =2 — [z] —
On a

[N



. e e R :
En effet la fonction x — s st positive décroissante et elle tend vers 0 a I'infini. Comme la fonction
e
b1 est périodique, par le lemme d’Abel on obtient la majoration

e gl <o e
< < P
/1 O e < Orer = O°

t
Conclusion
D’apres le lemme (4.5) avec p = p,, on a

Zln(l—&—eimﬂk) _ T 11r12—|—0 <1>

= 2v/3 2 Vn
donc
“+o00
1. 1 =vm
fra) = [+ e7507™) ~ —eni

ki V2

lorsque n tend vers l'infini, ce qui donne la formule asymptotique des partitions restreintes :

w1

1 =~vm 1 1 evs

V2 Vo /A (n)3/2 \/ge—%ﬂ - 4 31/4p3/4"

5 Appendice

5.1 Démonstration du Lemme 3.3.

Comme sup,,~; [tn,¢| — 0 quand ¢ — 1, il existe a < 1 tel que pour ¢ € Ja,1[ on a |u, | < 1/2 pour tout
n > 1. Donc In(1 + w,,+) est bien défini pour ¢ € |a, 1] et

In(1 4 up ) = T(un,t)k
ce qui donne

|1n(1 + un,t) - un,t

X1 k—2 X1 2
< |un,t| Z % |un.,t| < |un,t| Z(i)k_Q =2 ‘un,tl
k=2 k=2

D’autre part la série <, |un | est supposée convergente pour tout t € ]o, 1[, donc la série Y~ - |ty e |
est convergente si ¢ € Jsup(a,a),1[. On en déduit que la série > -, In(1 + u, ;) est convergente si
t € |sup(a, @), 1] et il en est donc de méme du produit infini [T, (1 + ).

D’autre part, pour tout N > 1 on a

N N N N
S (1t ung) = Yt <IN+ ) = Ungl 2 [un |
n=1 n=1

n=1 n=1
Comme
N N
Z |Un,t|2 < sup [, ¢ Z |Unt| < M sup |ty ¢
n=1 n>1 n=1 n>1
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on en déduit que 37> ) < M sup,, > |un,¢| et que

N N
NLiI}rloo In(1 + wupy) — Z Unt| < 2M :gpl [t ¢
n=1 n=1 =
Donc
+oo “+o0
Z In(1 + wup,) — Z Un,t| < 2M sup |y, |-
n=1 n=1 n=1

Pour conclure il suffit de prendre la limite quand ¢ — 1, on obtient
+oo Too
li In(1 =1 =
lim Z:l (1 + up,¢) = lim 221 Upt =S
n= n=

En passant a ’exponentielle on obtient

—+o0
lim [ [(1 4 un,) =€

t—1
n=1

O

5.2 Démonstration du Lemme de Cramér (Lemme 4.2)

Démonstration. (voir Cramér [3], Chung [2] p. 210)
Soit Y une variable aléatoire indépendante de X et de méme loi. On a

lex (DI = ex(t)py (£) = B E(e) = B(e" X))

ce qui permet d’écrire

ex( = [ " IaPx (@) = [ costtla ~ )aPx(z)dPy ()

La formule de Taylor a l'ordre 2 donne
2 u )2
cos(u) =1-— v +/ (u=s7 sin(s)ds
0

ce qui permet d’écrire la majoration

cos(u) <1— % +

On en déduit que

2

3
exOF <1-5 [ @-rarc@iret)+ 1 [ oy apc@ary ).
R2 R2

La premiere intégrale n’est autre que 2E(X?). Pour la deuxiéme on utilise la majoration
3 3 3
[z —y|” <4z + 4]yl

ce qui permet de majorer I'intégrale par 8E(\X|3).
On obtient finalement

4
‘(px(t)|2 <1-— tQE(X2) + g |t|3 E(|X‘3) < e—tzE(X2)+%\t|3E(|X\3).

E(X?)

. . 1
Pour la seconde partie du lemme, si [t| < 3 BIXT)

il suffit de remarquer que

~PB(X?) + 5 i BOXP) = ~P[B(X?) — 5 1 BUX[)] < S B(X?)
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