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Résumé

Au moyen d’une transformation binomiale involutive, on définit dans ’espace des
suites complexes un nouveau produit appelé « harmonique » en raison de ses re-
marquables propriétés vis & vis des sommes harmoniques. La transformation d’Euler
des séries permet alors de déduire de ces propriétés d’harmonicité de nouvelles et
remarquables identités.

Mathematical Subject Classification (2000) : 05A10, 05A19, 11B65, 11B83, 40-99.

Mots-clés : Transformation binomiale ; sommes harmoniques ; formule de Dilcher ; som-
mation d’Euler; transformation d’Euler des séries.
1 Introduction

Dans l'espace CY des suites & valeurs complexes, on considere la transformation D
associant & toute suite a = (a(1),a(2),a(3),---) la suite D(a) définie par

- n
D(a)(n+1) = Z(—l)k <k> a(k 4+ 1) pour tout n > 0.
k=0

L’opérateur D est un automorphisme involutif du C-espace vectoriel CN', i.e.

a = D(D(a)).



Formellement, les suites a et D(a) sont liées par la relation :

3" D(a)(n)=" = =Y a(n)(——)".

z—1
n>1 n>1

. - . . 1 .
La relation précédente montre en particulier que la suite harmonique n — — est inva-
n

1
riante par D. En notant N cette suite, on peut donc écrire

Si D(a)D(b) désigne la suite obtenue par produit terme & terme des suites D(a) et
D(b), on définit un nouveau produit dans CN"| noté x, par la formule

a w b= D(D(a)D(b)).

Il en résulte (par involutivité de D) que D(ab) = D(a) x D(b). Muni du produit x,
'espace vectoriel CN" est une algebre commutative et associative, 1’élément unité étant
la suite 9 = (1,0,0,...) = D(1) ou 1 est la suite (1,1,1,...). Une suite a est inversible
pour le produit x si et seulement si D(a) est inversible pour le produit terme & terme,
i.e. D(a)(n) # 0 pour tout n.

Une expression explicite du produit a x b est donnée par la formule

(axb)(n+1)= Y (-1 (Z) (’;) alk + )b(n+1—1) (n>0)),

0<I<k<n

qui permet de le calculer pour de petites valeurs de n; on obtient ainsi

(a®b)(1) =a(1)b(1),
(a % b)(2) = a(2)b(1) + a(1)b(2) — a(2)b(2) ,
(a % b)(3) = a(3)b(1) + a(1)b(3) + 2a(2)b(2) — 2a(3)b(2) — 2a(2)b(3) + a(3)b(3)

etc.

Le produit x possede des propriétés remarquables vis a vis des sommes harmoniques
qui justifient sa dénomination de produit harmonique. On démontre en particulier (Théo-
reme 2) la relation suivante : pour toute suite a, on a l'identité

n

<zlv ) “> (n) = ~(a(1) +a(2) + - +a(n)).

De cette propriété d’harmonicité découlent plusieurs applications remarquables. On ob-
tient notamment (Théoréme 4) la formule suivante :

> et = S0 (1) D

mny... _
n>ny>e>np>1 L ! m=1




qui est valable pour toute suite a et pour tout entier £ > 1. Dans le cas ou a est la

1
suite harmonique —, on retrouve la classique « formule de Dilcher » (cf. [2], [3], [4]). On

introduit les nombres

1
S®(a)(n) = > ———a(n)
P S I L

qui apparaissent comme une généralisation naturelle des nombres harmoniques cg{) de
1
Rota et Roman (cf. [8], [9]) : on a en effet la relation =g (k)(ﬁ)(n) Par transfor-

mation d’Euler, on déduit la relation

3 PO S W @) )

nk z—1
n>1 n>1

1
qui permet notamment, dans le cas ou a est la suite n — 51 d’étendre naturellement
n

une formule de Ramanujan pour la constante de Catalan ([1], chapitre 9, Entry 34).

2 Préliminaires : Opérateurs dans ’espace des suites

2.1 L’isomorphisme ¢

Notation. Le C-espace vectoriel CN des suites a = (a(1),a(2),a(3),...,a(n),---) a
valeurs dans C est noté £*.

Définition 1. Si C[[z]] désigne 'espace des séries formelles, on a un isomorphisme
naturel :

o & — C[[7]]
défini par

n 2 23

P(a)(z) = Za(n + 1)% =a(l)+a(2)z+ a(3)? + a(4)E 4.
n>0 '

Définition 2. Les opérateurs sur £* se transforment en opérateurs sur C[[z]] via l'iso-
morphisme ®. Plus précisément, si U désigne un opérateur sur £*, il lui correspond
lopérateur u sur C[[z]] défini par la relation

U =ud < u=dUd!

qu’on appelle 'image de U.

e U g

Jfor o
Clle) —— ]

L’image de l'opérateur I d’identité sur £* est notée Id.



Exemple 1. a) La suite 6 définie pour k > 0 et n > 1 par

1 sin=k+1
Or(n) = { )
0 sinon
vérifie la relation )
z
B(6)(=) =

On a Jp := (1,0,0,...),d1 := (0,1,0,...), etc. Les suites (6k)k20 forment une base
naturelle de I’espace £*.

b) La suite 1 := (1,1,1,...) vérifie &(1)(z) = €.

c) La suite N :=(1,2,3,...) vérifie la relation

z

B(N)(x) = S (n + 1)% = set 4ot = (1 4 2)e.
n>0

N-1

d) Pour a € C, La suite géométrique « = (1,a,a%,a3,...) vérifie la relation

BN ()= T = e,

n!
n>0
1 111
e) La suite N = (1, LAV .) vérifie la relation
1 1 2" z" 1
(o)) =S — N _Z(ero).
(& =2 1w Z(n+1)! A

n>0 n>0
Dans la suite de cet article, on la désigne sous le nom de suite harmonique.

Notation. Si a et b sont deux suites dans £*, on note ab la suite n — a(n)b(n). On a
en particulier : 1la = a et dxa = a(k + 1)d; pour tout & > 0. Muni de ce produit (dit
ordinaire), £* est une algebre commutative, associative notée 4. L’élément unité de A
est la suite 1.

2.2 Les opérateurs L et R
Définition 3. L’opérateur L de décalage & gauche sur £* est défini par L(a)(n) =
a(n+1), i.e.
(a(1),a(2),a(3),...) = (a(2),a(3),a(4),...)
L’image de L est 'opérateur de dérivation formelle O :

Zn 2'2
®(L(a))(z) = 0®(a)(z) = E a(n + 2)5 =a(2)+a(3)z+ a(4)§ I
n>0



Définition 4. L’opérateur R de décalage a droite sur £* est défini par

{a(n—l) sin>1

0 sin=1
1.€. "
(a(1),a(2),a(3),...) — (0,a(1),a(2),a(3),...)
L’image r de R est l'opérateur d’intégration formelle :

n+1 P
(n+1) a(l)z +a(2) 55 + -+

B(R(a))(2) = /0 S(a)tydt =3 a(n+1)

n>0
Remarque 1. On a la relation LR = I, mais on notera que RL n’est pas I'identité.
Notation. La suite R(a) = (0,a(1),a(2),---) est notée (0,a).

Exemple 2.

R(N) = (0,N) = (0,1,2,3,---) = N —1; ®(N — 1)(2) = z¢* .

2.3 Les opérateurs D et S

Définition 5. Soit V : £* — C le morphisme d’évaluation défini par V(a) = a(1), son
image est ’application v : C[[z]] — C telle que v(®(a)) = V(a).
L’opérateur D : £* — E£* est défini par

D(a)(n) =V (I -L)" 'a) =v ((Id — 9)" '@(a)) ,

c’est-a-dire

D(a)(n) = Z(fl)k_l (Z : 1)@(1{;) pour tout n > 1,

k=1
ou encore .
D(a)(n+1) = Z(—l)k <Z> a(k + 1) pour tout n > 0.
k=0
Exemple 3.
D(a)(1) = a(1)

=
s}
N—
—~
W
N—
I
—
—_
SN—
|
[\
=}
—~~
[\)
N—
_|_
S
—~
w
SN—

Proposition 1 (Relation entre T et D). Soit T' la transformation binomiale définie sur
& =CN par



et m: & — &* la projection naturelle :

on a la relation

Démonstration. On a pour n > 1,

n

nD(%w(a))(n) = (-1)F! <Z: D %a(k) =) (-1)* (Z)a(k) = —T'(a)(n)+a(0).
1

k=1

Proposition 2. On a la relation

®(D(a)) (2) = e*®(a)(=2), (2)

autrement dit, 'image d de I'opérateur D est telle que

d(f)(z) = € f(=z) pour tout f € C][2]

k k

> alk+ 1)(—1)’“%

> <Z) (—=1)*a(k + 1)%7: = & (D(a)) (2).

n>0 k=0
O
Corollaire 1. L’opérateur D est un automorphisme involutif i.e. D = D™,
Démonstration. Pour montrer que D = D!, il suffit de montrer que d = d~!. On a
d(f) =g e e f(=2) =g(z) & f(=2) =e7g(2) & f(2) = €’g(—2) & [ = d(g).
O

Exemple 4. a) D(1) =y, D(N) =9 — 61, D(61) =1— N.
b) On a vu que ®(a’¥~1!) = €%, 1l en résulte par (2) que D(a”~ 1) = (1 —a)V~!. En
(N

particulier la suite est invariante par D.

1 1
¢) On a vu que (I)(N) = —(e# —1). Il en résulte par (2) que la suite harmonique est
z

invariante par D :

D(

11
N’ N’



Proposition 3. Pour toute suite a,
DL(a) = (I — L)D(a)

Démonstration. On a

®(DL(a))(2) = e*®(L(a))(~2) = e*0®(a)(—2) = *®(a)(—2) — d(e"®(a)(-2)),

d’ott DL =D — LD = (I — L)D et DLP*! = DLPL = (I — L)’DL = (I — L)**1D .

Définition 6. L’opérateur de sommation S : £* — £* est défini par

Exemple 5. 1) S(d) =1,5(1) = N.

1
2) S(aV1) = ——(1 — o) pour a # 1. En particulier,

1—«
S((—1)N 1) = %(1 + (-1)¥Y =(1,0,1,0,...)

Proposition 4. L’opérateur S est un automorphisme d’inverse S~! =T — R.

Démonstration. On a

b(n) = S(a)(n) < a(n) =b(n) —b(n — 1) pour n > 1 et a(l) = b(1).

O]

O]

1 1
1 . = B = _ > (k) = —
Notation. On pose H S(N), 0 S(ZN— 1), et pour k > 2, H S(Nk) et
ow . S((2N— 1)k) avec :
1 1.1 4 1 L
Nt N N 2N -1)F" 2N -1 2N -1
—_——
k k
Pour n > 1, on a donc
n 1 n 1 n 1 n 1
H = — = H(Q) = - (2) = .
() PO =2 gy Hm) AN (2k — 1)?
k=1 k=1 k=1 k=1



Exemple 6. Les relations

et

k=1

se démontrent facilement par récurrence ; elle se traduisent par :

S(H)=(N+1)H - N

et
5(%1{) _ %(HQ + H®),
Proposition 5. On a la relation
®(S(a))(z) = ®(a)(z) — € /OZ e'®(a)(~t)dt, (4)

Autrement dit, I'image s de S est I'opérateur Id — drd.
Démonstration. On alarelation (L—1)S = L qui se traduit par (0—Id)®(S(a)) = 0®(a).
En résolvant 1’équation différentielle (0 — Id)®(S(a)) = 0®(a), on obtient

®(S(a))(z) = ®(a)(z) +€° /Z e '®(a)(t)dt = ®(a)(z) — € /OZ e'®(a)(—t)dt

0

O]

Proposition 6. Pour tout entier naturel p, 'automorphisme DS?P est involutif. En
particulier :
DS =(DS)'=S8"'D=(I-R)D.

Démonstration. On a vu que 'image s de .S est 'opérateur Id — drd. On en déduit que
S=1—-DRD.

Dou DS =D —RD = (I — R)D = S7'D = (DS)~!. Pour p > 1, on écrit DSPH =
DSPS = S7PDS = S7P71D ie.

DS? = S7PD = (DSP)!



1
Exemple 7. Comme a = N est invariante par D, on en déduit que

1 1 1 1
D(H) = (I - R)(N) =5 (0, _N) = do + (0, —m)»
c’est a dire )
D(H)(n) = —771(” ey sin>1
1 sin=1

Proposition 7. Pour toute suite a € £*, on a la relation

D (;fS(a)) - %D(@.

Démonstration. Comme S™' =1 — R, on a

B @) = b))~ [ @) Odt = Bla)) = oln+ )22
n>0
= ®(a)(z) — z@(%a)

D’apres la Proposition 2, on a donc

@(%S(a)) - —g /0 o' (a)(—t)dt .
D’ou
B(D(5S() = 7 [ eva)-tdt = [ a(D@)(0at = B D)
Exemple 8.
ple 8 (LY _Llpdy_11_1
(N )‘N ¥ =3y~ ™
d’ou aussi

Ne)



2.4 Formule de Vandermonde

Notation. Pour a € C, on note (), =1et (o), = a(a+1)...(a+n—1) pour n > 1.
On note () y la suite n — (a),,. On pose N!:= (1),.

Proposition 8. Pour a € C et pour € R — {0,—1,—2,...} On a la relation

1lyy_1 _1(B-ay
D<N(5)N> N N Ay (6)
En particulier, pour o« € R — {0,—1,-2,...}
(NN _ 1 (e-Dy _ 1
D< (@) >_N N(a)y N+a-—1 (7)

Démonstration. D’apres la formule de Vandermonde (cf. Henrici, p. 25), on peut écrire

L (@)X (@ (o) (B-a),
21 (k)( X (R O,

La relation (6) s’en déduit alors par (1). O

Remarque 2. Notons que la formule de Vandermonde peut s’écrire plus simplement

D <(04)N1> _ (B—)n_y (8)
(BN (BN
1
Exemple 9. En appliquant (7) avec o = 3 il vient
D 2¢(ND*Y 1 1 —1/2 2
N(2N)! ) N NN-1/2 2N -1
En posant
2N\  (2N)!
N ) (NNH2'
on en déduit N1
1 1 2204~
D) = v 9)
2N —1 N (N)

d’ou aussi par (5) :

1 1 1 22N-1
D(NO> “nPay =) T Ny

10



3 Le produit harmonique

3.1 L’algébre H = (£*, x)

On rappelle que A désigne 'algebre (£*,-) munie du produit ordinaire des suites (i.e.
terme a terme).

Définition 7. On définit le produit harmonique a X b de deux suites a et b dans £* par
a X b:=D(D(a)D(b))

Comme D = D!, on déduit immédiatement de la définition précédentes les deux rela-
tions fondamentales suivantes :

D(a x b) = D(a)D(b) (10)

et
D(ab) = D(a) x D(b). (11)

Exemple 10. 1) On a1 x a = a(1)1, car
D(1 % a) = D(1)D(a) = §oD(a) = D(a)(1) = a(1)dy = a(1)D(1).
2) Ona N wa=a(2)1+ (a(1) — a(2))N, car
D(N)D(a) = (8o — 61)D(a) = D(a)(1)do — D(a)(2)é1 = a(1)D(N) + a(2)D(1 — N).
3) Onaa¥~!w V-1 = (a+B—af)VL, car
DV w BV = (1= )N (1= N

=(1—(a+pf—ap)"!
=D((a+8—-ap)V ).

4) Par la formule de Vandermonde (8), on a O =By X (B =)y = O = o)y .

(Mn-1 (B)n-1 (Mn-1

Proposition 9. L’espace (£, X) est une C-algebre commutative, associative et unitaire
notée H, isomorphe a I'algebre A. 1’élément unité dans H est la suite dg.

Démonstration. La bilinéarité du produit x résulte de la linéarité de D et de la bilinéarité
du produit ordinaire. De plus, il résulte immédiatement des propriétés (10) et (11) que
lopérateur D réalise un isomorphisme d’algebre entre les C-algebres A et H.

Il en résulte que H hérite des propriétés d’associativité et de commutativité de A.
En particulier, ’élément unité de H est I'image de 1 par D, c’est a dire dp. O

Remarque 3. L’algebre H contient des diviseurs de zéro. On a par exemple

1N(51:0

11



Corollaire 2. Une suite a est inversible dans H si et seulement si la suite D(a) est
inversible dans A (i.e. D(a)(n) # 0 pour tout n). Dans ce cas, 'inverse harmonique de

a est donné par la formule
1
"D =D [(—=——]. 12
‘ (o) 12

Démonstration.
1
D(a)

axb=0d < D(a)D(b) = D(6) =1 < D(b) =

Exemple 11. a) Les suites 1 et N ne sont pas inversibles dans H.

b)
<1> DN =85,

3.2 Puissances harmoniques k-iemes

Définition 8. Pour toute suite a € £*, on définit pour tout entier £ > 0, la puissance

harmonique k-ieme de a notée a™* par

a0 =68y et a®FtD = g%k q.

Par récurrence sur k, on en déduit immédiatement la formule suivante :

En particulier, si a est invariante par D, alors a"* = D(a¥).
1) 1
il — D(—

N = D((do — 1)%) = 1+ (~1)F(1 = N) =

Exemple 12. a)

N si k impair
2— N sik pair

12



k
(61)"*F = " nlS(k,n)é,
n=0
ou les S(k,n) sont les nombres de Stirling de deuxiéme espece. En effet :
(61)* = D((~=1)*(N — 1)")
et

D ((—1)’“(N - 1)k) (n+1) = Zn: (—1)m* <”>m’c = nlS(k,n)

m
=0

3.3 Image de H dans C[[z]]

Théoreme 1. Pour toutes suites a et b,

P(a ™ b)(z) = Z(vx ® Uy)(Op + Oy — 00,)" (P(a) ® D(b)) %7: (13)
n>0
avec P(a) @ ®(b)(z,y) := P(a)(z)P(b)(y). Il en résulte que pour tout entier n > 0,
(@axb)(n+1)= Y CHla(k+1)b(l+1)
0<izn
o (X+Y-XY)"= > Cchxtyt.
%
Démonstration. On a
®(a x b)(z) = (D(D(a)D(b)))(2) = e*@(D(a) D(b))(-2)
et
D(a)(n+1)=v((Id—0)"®(a)) avec v(P(a))= P(a)(0)=ua(l).
D’ou
(D(a)D(b)) (n +1) = (vz @ vy)[(Id = 9;)(Id = 9)]" (®(a) @ (b)) (2, y)

= (02 ® vy)[(1d = (0r + 9y — 0:0,)]" (®(a) © ©(b)) (2,y) -

On en déduit que
® (D(a)D(b)) (=2) = (v ®vy) > [(Id = (90 + 9y — 0,0,)]" (P(a) @ (b)) (—1)”%7:

n>0
= 7% (vy ® v,)e P Th=%N)Z (H(a) @ (b))

13



Il en résulte que
D(a w0 b)(2) = (v ® v,)e@+—220(a) © B(b)

= (02 ®@y)(0x + Oy — 020,)" (2(a) ® D(b)) =

n!
n>0
Par identification du terme général, on en déduit que

(@ xb)(n+1) = (va ®vy)(0z + Oy — 020y)" (B(a) ® 2(b))
= > (va®vy) CEOFD(a)d) B(D)

0<k<n
0<i<n
= > CPla(k+1)b(l+1)
0<k<n
0<i<n
avec
(X+Y-XY)"= > Chxtyt
0<k<n
0<i<n

Corollaire 3 (Expression explicite du produit harmonique).

(@xd)n+1)= > (-1 (Z) (’;) a(k+1b(n+1-1) (n>0),

0<I<k<n

Démonstration. En développant (X +Y — XY)" par la formule du binéme et en iden-
tifiant le coefficient de X*Y!, on vérifie que

n!

CfJ::(—J)bH_n(n——kﬂ(n—-UKZ*'k_'nﬂ

sin<k+1, et C* =0 sinon .

d’ou

(@xd)(n+1)= > Chla(k+1)b(l+1)
0<k<n
0<i<n
= Z (_1)k+l—n n!
0<k<n (n—k)l(n =D +k—n)
0<i<n
k+i>n

- ¥ (_1)’°—l<2) (z;) a(k+1)b(n—1+1).

alk +1)b(l + 1)

14



Corollaire 4. On a la relation

P(a x b)(z) = vy (®(a)[(Id — 8y)2|(b)[y + 2]) (14)
Il en résulte que
DNt M a)(z) = e D(a)((1 — )2), (15)
ce qui se traduit par
oV xa)(n :oz"n " 1-a ka
e =3 (1) (52 s a0

Démonstration. On a
e(a“f+8y_3””8y)z®(a) = eax(l_ay)'z@(a)e(ay)z =®(a)[fz+ (I — Oy)z]e(ay)z
donc

®(a x b)(2) = (v, © v,)®(a)[z + (I = 9)z]e! ") (b)
I-90

= (vy ® vy)P(a)[z + ( )2 () [y + 2]
= vy (2(a)[(I — 0y)2]®(b)[y + 2]) -

On a vu que ®(a*1)(2) = e** donc

[x
[x

® (! w a)(2) = vy (2(a"1)[(Id — 9y)2]@(a)[y + 2])
= vy (eo‘(ld_ay)z@(a) ly + 2]

)
= ey, (e*azay(ﬁ(a) ly + z])
)

=y (=02)" () (=

n!

Exemple 13. o )
<<§) _ Ma><n+1>=;z<z)a<k+n

k=0

Proposition 10 (Caractérisation des suites invariantes par D). Une suite a € £* est
invariante par D si et seulement si elle peut s’écrire sous la forme

1\ N-1
a= <> X b
2

ou b € £* est telle que b(2k) = 0 pour tout k& > 1.
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Démonstration. On a
D(a) =a < ®(D(a)) = ®(a) & *P(a)(—2) = ®(a)(2).

Posons ¢(z) = e"2®(a(z). On a donc D(a) = a < ¢(z) = ¢(—2z). Dans ce cas, ¢ peut
toujours s’écrire
o(z) = (I)(b)(§> avec b(2n) =0 pour n > 1,

et on a alors

z z z 1 _
P(a(z)) = e2¢(2) = e22(b)(3) = ¢((§)N b b)(2) -
O

Exemple 14. a) La suite harmonique s’écrit
I N
NG b

1 1 1
b=— x (—1)N"1=(1,0,-,0,-,.
avec NN( ) (,,37757 )
b) La suite

1 111
=—(0o+1)=(1,=,=,=,-
a 2(0+ ) (7272727 )
est invariante par D. Elle s’écrit
1

a= (i)N_l N (17071707' ) )
Remarque 4. On comparera le critere d’invariance précédent avec celui donné par Sun
(cf. [10] Corollary 3.3 (a)).

Remarque 5 (Sommation d’Euler des séries). Pour ¢ > 0, on définit la suite a(® par

aD(n+1) = (q+11)n kzo <Z> " Fa(k+1) (n>0).

D’aprés Hardy, on dit que la série 3°, -, a(n) est (E,q) sommable si la série >, -, a(® (n)
converge et on pose

(%) TS “
aln) == ——>» a9(n+1)
n>1 q+ 1 n=0

D’apres (15), on a 'interprétation suivante de al® .

a9 = oV xa avec azi.
qg+1

On obtient ainsi une reformulation du théoreme de Hardy (cf. [5] p. 178-179) :

Théoréme. Si la série ), -, a(n) est convergente alors elle est (E,q) sommable et on

' 1 X g N-1 _+Oo
q+1;((q+1) Na)(n)—;a(”)-

16



3.4 Harmonicité

Théoréeme 2. Pour toute suite a € £*, on a la relation

1 1
N X a = NS(CL) (17)
; . 1 1
Démonstration. 11 suffit de montrer que D(N X a) = D(NS(CL)). Or, par (5), on a
1 1 1 1
D(NS(CL)) = ND(CL) = D(N)D(a) = D(N X a). O
Corollaire 5. Pour tout entier k£ > 1,
1 1 1
D(W) = NSD(W)

Démonstration.

otk = (5 m (3) - s (3) - oo

Exemple 15.
1 1 1 1
— X —=—=D(-—=)=—H
Ny PR =y

1 1 1,1 . 1

X3
(%) =P = Sy = gt + 1)

Notation. Pour tout p € R — {—1,—2,---}, on note p! =I'(p + 1); on note I'(N + p)
la suite n +— I'(n + p) . On pose

_ I(N+p)
W= Ty

Pour p entier naturel, on a (N), =1, et pour p > 1
(N),=NN+1)-(N+p—1).

Le théoreme 2 se généralise alors de la maniére suivante :

Théoréme 3. Pour toute suite a € E* et tout réel p # —1,—2,-3,---, on a la relation
X a= S a (18)
(N)p+1 (N)p+1 p!

ce qui se traduit, pour p entier > 1, par

p! B p! " k(k+1)...(k+p—1)
(N(N—i-l)...(N—i-p) xa)n) = n(n+1)...(n+p) & p! alk)

17



Démonstration. En appliquant (7) avec p = a — 1, on obtient

1 . (N-1)! T(NT(p+1)  p
N+p' (p+1)y T(N+p+1) (N),,

par conséquent,

(N)pt1 N+p
Posons 1
fos1(2) ‘I)(D(N T (a))(2)
On a 1 (_ )n
fp+1(2’) =e* %(D(a))(n + 1)71 +1 +p n!
et donc o 1 n+p+1
e %P fp—l—l(z) :Z(D(a))(n+1)(_1)nn+1+p nl

Par conséquent,

On obtient donc

() = or [ v aa o,

Par le changement de variable u = ¢tz on a aussi
1
fraa)= [ e “*ch( )(u2)du
1
= Z yﬂa (k+1) /0 (1 —w)uP ™ du

:§:§Z%@+1) I(p+k)!

>l ptkri+l)
2" n! p+Ek)!
D A P
z;nuﬂﬂﬁm“ kD)



1 n+1

“nl (p+Ek) B
Zi,i.a(k—i_l)_ (n+1)...(n+1—|—p);k(k+1)'”(k+p_l)a(k)

Exemple 16. Pour p =1, on a

1 1
NN+ TNt

c’est a dire

On en déduit que

1 1
N+l X a)(n) = w1 k:1(n +1—k)a(k).

(

Corollaire 6. Pour toute suite a € £* et pour tout entier p > 0,

1 L wpia
D (WS(a)> = 2 P) (19)

)p+1 p+1

Démonstration. Par récurrence sur p. Pour p = 0, c’est la formule (5). En écrivant
(N)p+1 = (N +p) (N)p, on obtient

1 1 1
D (%S(a)> D37, % D <(N)p5(a))

:<NZ>)!+1 " g @)

__ (N), 1 P=1(D(a
™ ( a4, ”)

p+1

19



1
Exemple 17. a) a = N etp=1:

b)a:Netp:2
D H _ S(H) . H 1 N 1
N(N+1)(N+2)) NN+1)(N+2) N{EN+2 N+1 N+2°
c)a:%etpzl

H® 1 1 H? H®
b (N(N+1)> “ s W TN Tavov 1)

Corollaire 7. Pour tout réel p # —1,-2,-- -,

1 _p! pl p 1
) T W, W W
Démonstration. Par (18),
p! N p! _ p! g (N)p p! _ p! ( 1 )
(Nprr (N)pr (N)ppy Pt (N)pyr ) (N)ppy N+p

Exemple 18. a) p=1,
1 - 1 s 1 - H 1
(N+1)2” N(N+1)"'N+1" N(N+1) (N+1)2

ce qui peut se réécrire :

D(

ce qui peut se réécrire :
1 22N—1
= (0]

D((2N - 1)2) N

c’est a dire (cf. [1] p. 293)

1 21 N1
Pl =™ = ey a1

20



Remarque 6. Plus généralement, on peut montrer que pour tout entier £ > 1, on a
1 N!
D = Py(SWM, ..., sk
<(N+p)k+1) Np+ 1)y k(S b

avecpour 1 <m< ketn > 1,

n

1
B0 = 2 G

Jj=1

et ou les Px(X1, ..., X%) sont les polynomes de Bell modifiés (cf. [3], [4]) définis par la
fonction génératrice

;Um
exp(z Xmﬁ) = Z Pk(le 7Xl€) xk :
m>1 k>0
En particulier, pour p = 0,

1 1 2 k
D(ypar) = B H, L HWY)

1
et pour p = ~3
1 22N71

(2N — 1)k+1) - N

D( P.(0,09, ..., 0W).

4 Les sommes harmoniques

1
X oa = NS(a). Cette propriété

1
On rappelle la propriété d’harmonicité (17) : N

justifie la généralisation suivante.

Définition 9. Soit une suite a € £*, on définit pour tout entier naturel k, la somme
harmonique k-iéme de a notée S*)(a) par la formule

1\ 1
(N> Ma=—5"(a) (20)
Exemple 19.
1 1 X (k+1) 1 Xk 1 1 1
S — (= 22 g
D(§t) (N) (N> “§¥ =N ) (21)
D’ou 1 1
k _
St )(ﬁ) = ND (5751
i.e.

21



Plus généralement,

Proposition 11. Pour toute suite a € £* et pour k > 1, on a l'identité

S = 3 (1" (1) i Dl m). 22)
m=1

Démonstration. Par définition de la somme harmonique k-ieme,

Xk
%S(k)(a) = <1> X a= D( ! D(a))

N Nk
d’ou 1
5®)(a) = ND( 5 D(a)
ce qui se traduit par
(k) _ L _ % _1\ym-—1 n 1
$a)(m) =D D)) = 300 (1) s D),

On va a présent donner une autre expression des sommes harmoniques.

Proposition 12. Pour toute suite a € £*, on a S(¥(a)(n) = na(n) et la relation de
récurrence :

1
(k+1) N Lo 9
ST a)(n) m§:1 —5(a)(m). (23)
Il en résulte que S (a) = S(a), et pour k > 2,

SH@m = Y a(m). (24)

n2ni2--2ng21

Démonstration. Par (17), on peut écrire

M (k+1) Xk Mk
%S(kﬂ)(a) = <]if> X a= % X ((]b) X a) = %S ((;) X a) .

On en déduit la relation de récurrence

S+ (g) = § ((;I) ak ) a) g <;S(’“)(a)> :

qui se traduit par (23). La formule (24) s’en déduit aussitot par récurrence. O

22



Exemple 20.

L
N

J=H 5 SO(L) = S(H) = S(H? + H?)

SO =1 5 s 5

Théoréme 4. Pour toute suite a € £*, et pour k > 2, on a l’identité

3 1nk_ alng) = 3 (-1 (Z) #D(a)(m). (25)

n>ny>e>ng>1 L 1 m=1

Démonstration. La formule (25) résulte des formules (22) et (24) par identification [
Corollaire 8 (Formule de Dilcher généralisée). Pour k > 1,
1 & 1
S e ()
] m)m

niy...ng
n>ni>-->np>1 m=

etpourq>1letk>1,

1 1 - n\ 1 1
Z ni...ng_ipitt B Z(_Dmil (m>mk Z 77”(1. (26)

my...

n>ny > >nE>1 k m=1 m>my > >mg>1
, . . . X . 1
Démonstration. On applique successivement (25) a la suite a = N (on a D(a) = a),

1
Na+l

1

avec ¢ > 1, on a D(a) = %S(Q)(ﬁ).

puis & la suite a = O

1
Exemple 21. a) a = N2’

L1y (_l)m_l(n>H<m>

2
ny... N1 N
nEn>een>1 L R

1
b) a=—
Ja=sN T
T S DIV Lol ) e
- B 2
I Ny...Ng_12n; — 1 — m mk(;:;)
) 1
¢c)a=——
(2N — 1)’

1 1 RN yme1( T 22m=10(m)
2 a2 () )

n>n>eon>1 L Rl

23



5 La Transformation d’Euler

5.1 Transformation d’Euler formelle dans C[[z]]
Théoréme 5. Soit a € £*, on a la relation dans C[[z]]

Y D(a)(n)z"=-> a(n ()" (27)

n>1 n>1

Démonstration. Par définition de D(a), on a

Y Dl@)n+1)" =3 = Z () (k+1).

n>0 n>0 k=0
Or
n - k(T _ k k Y\ n—k
> 2y (-1) <k>a(/<: +1) =) (—Dfa(k+ 1)) (k)z
n>0 k=0 k>0 n>k
=> (=DFa(k+1)2" (1 — z) !
k>0
= S Dalk ()
1—2z 1—2
k>0
1 z
= k+1 k
— > alk+ ()
k>0
D’ou . ,
n+l __ k
> D(a)(n+1)z =12 b+ (=)
n>0 k>0
qui est la relation cherchée. ]

Exemple 22. D’apres les exemples 17 et 18 a), on a les relations suivantes :

a)

H(n n 1 " 1 Z \n
; (n+1 _Z n+1 1) _;(TH—DTZ _g(n—l—l)?(z—l)




Corollaire 9. Pour toute suite a € £* et tout entier naturel k, on a I'identité

> PO 5 L )y (28)

nk n
n>1 n>1

1

1
Démonstration. D’apres (20), on a WD(G) = D(NS(k)(a)). La formule (28) résulte

alors de (27).
O

1
Exemple 23. a) En appliquant (28) avec a = N’ OB obtient pour k > 1,

le+1 Z Z ni 1 ng (Z i 1 )n (29)

n>1 n>n1> >ni>1

avec (formellement)

Lijy1(2 Z k+1

n>1

b) En appliquant (28) avec a = on obtient pour k > 2,

N2
1 1 Z \n
P LD S 60)
n>1 no1 U psny s>l L 1T 2 1
c¢) En appliquant (28) avec a = N 1’ " obtient pour k > 2,

1 221 1 1 1 z .\,
22(2:)71"3“2 7_25 Z nl...nk_12nk—1<z—1) ' (31)

n>1 n>1 n>ni1>-->np>1
d) E liquant (28) ! btient k> 2
n 1 11 = n 1en r
appliqua avec a N 1) on obtient pour £ > 2,
22" O 1 1 Z \n
*Z O DY (=) (32)
n>1 7”L n>1 n>n12-~~2nk21 ny...Nkg—1 (an 1) z 1

5.2 Transformation d’Euler analytique

Théoréme 6. Soit une suite a € E*. Si la série Y -, a(n)z" est convergente dans
le disque D(0,1) alors la série 21 D(a)(n)z" est convergente dans le disque ouvert
D(0,1) et on a pour tout z € D(0,3) :

+o0
> D(a)(n)z" = Z 2_1"
n=1
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n

L’application z — étant involutive, il en résulte que si la série ), -, D(a)(n)z

n

est convergente dans le disque D(0,1) alors la série Y -, a(n)z" est convergente dans

le disque ouvert D(0,%) et on a pour tout z € D(0, 3)

+o0
D aln ZD (="
n=1
Démonstration. Pour z € D(0,1), posons A(z) = >t a(n + 1)2". On a pour tout

0 < r <1 et pour tout entier £ > 0

1 A(u)
1
(k + ) 2Z7T /C(O,r) ukﬂ d’LL

ot C(0,7) est le cercle paramétré par t — re' avec t € [0,27]. On en déduit que pour
tout entier n > 1 on a

D(a)(n—l—l):}/c(o )(1—1)”A(u)du.

20T

On va montrer que

S Dia)(n+ 1)+ = = S (1= 2 Au) Zdu.
c(0,r) u u

2
n>0 n>0

1
Pour cela il suffit que la série > < (2(1——=))"A(u )— soit normalement convergente sur
= u u

le cercle C(0,7), ce qui est le cas si

2| <

U
u—1
u r2 r
e C
u—1 (r2—1’1—

T alors on a

Or siu € C(0,r), on a . On en déduit

5), donc
,

U T
<
u—l’_r—i-l

) r
que si |z] <
,

ZD Y(n+1)2" = %in /C(O 2(2(1—%))"14(10%(@
-1

n>0 n>0
= — LA(u)du.
2T Jooy uz—z —u

n+1

Comme 0 < r < 1, ceci prouve que la série ) -, D(a)(n +1)2""" est convergente dans

1
le disque D(0, 5) D’autre part,

z A(u) _ z 1 A(u) _ Z(%)n-ﬁ-l@ )

un—l—l
n>0




Cette derniere série converge normalement sur C(0,r) si

| <u

u|l =r

z—1
2
. . T r
ce qui est le cas 51z6D(271, . 5)-
r2 — -7
2
. . T T T T
En COHCIUSIOH, S1 2 € D(T27_1, m) N D(O, — 1) = D(O, ?), alOTS on a

z 1 A(u)
D ’I’L+ 1 n+1 = ()n+1_/ 1du
T;) ;;0 z—1 2im Jo(or) uT
=— Z )" la(n+1).
n>0
. L eas : 1
Comme 0 < r < 1, ceci prouve qu’on a ’égalité dans le disque D(0, 5) O

Par le Lemme d’Abel sur les séries entieres, on en déduit du théoreme précédent le
corollaire suivant.

1
Corollaire 10. 1) Siles séries } - a(n)(—=1)"et 3, D(a)(n)(§)" convergent, alors

on a I’égalité

+oo 1 +oo .
ZD(a)(n)(g)" =Y (1" a(n).
n=1 n=1
1
2) Siles séries )~ D(a)(n)(—=1)" et >_,~; a(n)(a)” convergent, alors on a ’égalité
+o00 +o00 1
> (=)"'D(a)(n) = Za(n)(§)”-
n=1 n=1
Exemple 24. a) D’apres 'exemple 22 a), on a
> H(n) = (=1)""'H(n) S 1 )
I S A— —— = 2Lis(=)+Lis(—1) = =((2)—1 2 f. [1]).
2 T ) "2 n(n D) iy (5)+Liz(~1) = 5¢(2)~log%(2) (ct. [1])
1 1 22N71
P = D(a) = —"——— dot
b) Pour a SV 1 ona (a) N(ZN),dou
N
2n 1
; ; 2n -1 *’
et aussi

i( 1)n—1g2n—1 i log(3—|—2\/§)
n=1 n(n n=1 2” n= 1 2\/5
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c) Po = a D(a) = O, d’ot

) Pour a GN 1) on (a) N (N) U
I ox 27 >
2;(n ; 2n—1

On retrouve ainsi la formule de Ramanujan pour la constante de Catalan (cf. [1], p.
293).

Corollaire 11. Si la série ), -, a(n)2" est convergente dans le disque D(0, 1), alors on
a pour tout z € D(0, 3) et pour k > 0,

o

D( Z \n
> Z s @) ) ()" (33)

n=1

En particulier, pour k =1,

>, D(a)(n) 1 z
NN - n. 4
>- 2= S s Sy) (34)
D 1 1
De plus, si les séries Y > | (ch(n) o et >0, ES(k)(a)(n)(—l)” convergent, alors on

a I'égalité
(=1t > a)(n
> EU 5090y ) = 32 2L, (35)
n=1 n=1

Démonstration. Sila série Y -, a(n)z™ converge dans le disque D(0,1), alors il en est

1
de méme de la série 3 -, ﬁS (8)(a)(n)z". Cela résulte de la relation de récurrence (cf.

(23)) : 1
¥ (@) = 85D (@),

et du fait que si une série ) -, b(n)z" converge dans le disque D(0, 1), alors il en est

1
de méme de la série ) -, —S(b)(n)z". On peut alors appliquer le Théoréme 6 car
=tn

—D(a). O

1
Exemple 25. a) Pour a = —, on a D(a) = a, d’ou pour k = 1,

N
St T iy = Te) - Leg2) ek 1),
n=1
et pour k = 2,

X 1\yn—1 m
= L) _ Lig() = S(lor2)? — Sc@)lox2 + L¢(3) (et []).

n=1 m=1
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1
Pour a = —, on a D(a) = NH’ d’out pour k =0,
> H(n) . B
> G = -1 = 5@,
pour k =1,
> H®(n) X H(n) 1
n—1 _ — I
S = S g () - pe@leg2 (e ()
et pour k = 2,
o~ ()"~ H®(m) _ <~ H(n)
n=1 m=1 n=1
1 1 22N—1
Pour a = SN 1 on a D(a) = N (QN) , d’ott pour k =1,
N
= ,0n) 1< 20 w2
S =5 = Ta (cf [7]),
2O e e
pour k = 2,
(D) G O(m) 1T 2n
Z n m = 5 Z n3(2n) ’
n=1 m=1 n=1 n
k=2ctz= 1
pour k=2 et z=—,
21 & O0mm) b (1)t
= - = .1 .
DT T2 e~ @) (L)
n=1 m=1 n=1 n
1 1 22N71 .
Pour a = m, on a D(a) = NW O, d’ou pour k =1,
[e.e] o
=)™ o 1 2" O(n)
> 0P m) =23 :
n=1 n 2 n=1 (n) 7’L2
pour k = 2,
i(—l)”*1 " 0@ (m) li 2" O(n)
n=1 n m=1 m 2n:1 (277) n3
our k=2et z = 1
pour k = 2=
— 1 ~0¥m) 5 (-t
P S I PO T
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