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Résumé

Dans cet article, on montre comment déduire d’une remarquable formule sommatoire
d’Ohno une relation non-triviale entre les sommes d’Euler de poids fixé k et ζ(k).

Abstract

In this article, we show how to derive from a deep sum formula of Ohno a non-trivial
relation between Euler sums of fixed weight k and ζ(k).
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1 Introduction
On sait depuis la seconde moitié du dix-neuvième siècle que la fonction ζ de Riemann

peut être représentée par la transformée de Mellin normalisée

ζ(s) = 1
Γ(s)

∫ +∞

0
ts−1 e−t

1− e−t
dt pour <(s) > 1.

Beaucoup plus récemment est apparue une intéressante généralisation de ζ sous la
forme de la fonction ξk définie pour k ≥ 1 par

ξk(s) = 1
Γ(s)

∫ +∞

0
ts−1 e−t

1− e−t
Lik(1− e−t) dt pour <(s) > 0 ,



où Lik désigne le k-ième polylogarithme Lik(z) =
∑∞

n=1
zn

nk
(cf. [1], [3], [8]) . Pour k = 1,

ξ1(s) n’est autre que sζ(s+ 1). On montre par une méthode standard pour les transfor-
mées de Mellin normalisées ([9] 6.7) que la fonction ξk se prolonge analytiquement dans
le plan complexe en une fonction entière de s.

Les valeurs de ξk sur les entiers positifs ont des relations étroites avec les valeurs de
ζ : on a ainsi ξ1(k) = kζ(k+ 1) et ξk(1) = ζ(k+ 1). Plus profondément, Ohno (cf. [8]) a
démontré la remarquable identité suivante :

k−1∑
m=1

ξk−m(m) = 2(k − 1)(1− 21−k)ζ(k)

que nous appellerons dans la suite formule sommatoire d’Ohno.
On montre dans cet article que les valeurs de ξk aux entiers positifs peuvent s’ex-

primer sous la forme suivante

ξk(m+ 1) =
∞∑

n=1

1
nk+1Pm(Hn, H

(2)
n , . . . ,H(m)

n ) ,

où Pm(x1, . . . , xm) désigne le m-ième polynôme de Bell modifié défini par la fonction
génératrice

exp(
∞∑

k=1
xk
zk

k
) = 1 +

∞∑
m=1

Pm(x1, . . . , xm) zm ,

et où Hn, H
(2)
n , · · · , H(m)

n sont les nombres harmoniques. Nous appelons cette identité
la formule de Hasse parce qu’elle prolonge naturellement une relation connue pour les
valeurs de ζ dont l’origine remonte à Hasse (cf. [3], [7]). L’intérêt de cette expression de
ξk(m) est de permettre une réécriture de la formule d’Ohno sous la forme suivante :

k−2∑
m=1

∞∑
n=1

1
nk−m

Pm(Hn, H
(2)
n , . . . ,H(m)

n ) =
[
2(k − 1)(1− 21−k)− 1

]
ζ(k) (∗)

ce qui conduit, en décomposant chaque Pm en une somme de monômes, à une intéressante
relation entre les sommes d’Euler de poids k et ζ(k). En appliquant cette formule dans
les cas les plus simples k = 3 et k = 4, on retrouve des relations connues telles que

2ζ(3) =
∞∑

n=1

Hn

n2 (Euler)

et
17
4 ζ(4) =

∞∑
n=1

Hn

n3 + 1
2

∞∑
n=1

(Hn)2

n2 + 1
2

∞∑
n=1

H
(2)
n

n2

Cependant, la relation (∗) ne redonne des résultats déjà connus que pour k ≤ 6 (voir
Exemple 4 et Remarque 2).
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2 Polynômes de Bell modifiés
Définition 1. Les polynômes de Bell modifiés (cf. [3], [4], [5]) sont les polynômes Pm

definis pour tout entier naturel m par la fonction génératrice

exp

∑
k≥1

xk
zk

k

 = 1 +
∑
m≥1

Pm(x1, ..., xm) zm . (1)

Une expression explicite de Pm est donnée par

Pm(x1, ..., xm) =
∑

k1+2k2+3k3+···=m

1
k1!k2!k3! . . .

(
x1
1

)k1 (x2
2

)k2 (x3
3

)k3

. . . (2)

On peut également calculer récursivement les Pm au moyen de la relation P0 = 1 et

mPm(x1, . . . , xm) =
m∑

k=1
xk Pm−k(x1, . . . , xm−k) (m ≥ 1) .

Exemple 1. Pour 0 ≤ m ≤ 6, on a ainsi

P0 = 1
P1 = x1

P2 = 1
2x

2
1 + 1

2x2

P3 = 1
6x

3
1 + 1

2x1x2 + 1
3x3

P4 = 1
24x

4
1 + 1

4x
2
1x2 + 1

8x
2
2 + 1

3x1x3 + 1
4x4

P5 = 1
120x

5
1 + 1

12x
3
1x2 + 1

6x
2
1x3 + 1

8x1x
2
2 + 1

4x1x4 + 1
6x2x3 + 1

5x5

Proposition 1. Pour tout entier naturel m et tout entier n ≥ 1, on a l’identité

∫ +∞

0
e−t(1− e−t)n−1 t

m

m!dt = Pm(Hn, . . . ,H
(m)
n )

n
, (3)

avec
H(m)

n =
n∑

j=1

1
jm

et Hn = H(1)
n .

Démonstration. D’une part la classique relation eulérienne (cf. [9])

B(x, y) =
∫ 1

0
ux−1(1− u)y−1 du = Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y) ,
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en substituant u = e−t, x = 1− z et y = n+ 1, permet d’obtenir∫ +∞

0
e−t(1− e−t)netzdt = n!

(1− z)(2− z) . . . (n+ 1− z) .

D’autre part, on a aussi

n!
(1− z)(2− z) . . . (n+ 1− z) = n!

(n+ 1)! ×
n∏

j=0
(1− z

j + 1)−1

= 1
(n+ 1) × exp(−

n∑
j=0

ln(1− z

j + 1))

= 1
(n+ 1) × exp(

n∑
j=0

∞∑
k=1

zk

k(j + 1)k
)

= 1
(n+ 1) exp(

∞∑
k=1

H
(k)
n+1

zk

k
)

=
∞∑

m=0

Pm(H(1)
n+1, . . . ,H

(m)
n+1)

n+ 1 zm (par (1)).

D’où ∫ +∞

0
e−t(1− e−t)n−1etzdt =

∞∑
m=0

Pm(H(1)
n , . . . ,H

(m)
n )

n
zm .

La formule (3) en resulte par identification du terme en zm.

3 Valeurs de la fonction ξk

Proposition 2. Soit
F (s) = 1

Γ(s)

∫ +∞

0
ts−1e−tf(t) dt

une transformée de Mellin normalisée avec :

f(t) =
∞∑

n=1
an(1− e−t)n−1

On suppose que les coefficients an vérifient la condition |an| = O( 1
n

). Les propriétés
suivantes sont alors vérifiées :
1) L’intégrale F (s) converge pour <(s) > 0.
2) Si m est un entier naturel, alors :

F (m+ 1) =
∞∑

n=1
an
Pm(Hn, H

(2)
n , . . . ,H

(m)
n )

n
(4)

4



Démonstration. Par hypothèse, il existe une constante C > 0 et un entier N ≥ 1 tels
que pour tout t ≥ 0, on a :

∞∑
n=N

|an|(1− e−t)n−1 ≤ C
∞∑

n=N

(1− e−t)n−1

n
≤ C

∞∑
n=1

(1− e−t)n−1

n
= Ct

1− e−t

ce qui assure la convergence de l’intégrale et autorise la permutation des symboles
∫
et∑

. D’où l’expression

F (s) =
∞∑

n=1
an

∫ +∞

0
e−t(1− e−t)n−1 t

s−1

Γ(s) dt .

En posant s = m+1 dans l’expression précédente, la formule (4) résulte alors de (3).

On applique à présent la proposition précédente avec an = 1
nk

, c’est à dire à la
fonction

f(t) =
∞∑

n=1

(1− e−t)n−1

nk
= Lik(1− e−t)

1− e−t
,

on obtient alors immédiatement le résultat suivant :

Proposition 3 (Formule de Hasse pour ξk). Pour k ≥ 1 et <(s) > 0, soit

ξk(s) = 1
Γ(s)

∫ +∞

0
ts−1 e−t

1− e−t
Lik(1− e−t) dt

Pour tout entier naturel m, on a

ξk(m+ 1) =
∞∑

n=1

1
nk+1Pm(Hn, H

(2)
n , . . . ,H(m)

n ) . (5)

Remarque 1 (lien avec la formule d’Ohno pour ξk). Soit

Q(z) =
n∏

j=1
(1− z

j
)

On a vu que
1

Q(z) =
∞∑

m=0
Pm(H(1)

n , . . . ,H(m)
n ) zm

et, d’autre part, en développant le produit en série,

1
Q(z) =

∞∑
m=0

 ∑
n≥n1≥···≥nm≥1

1
n1 . . . nm

 zm

D’où, par identification,

Pm(Hn, H
(2)
n , . . . ,H(m)

n ) =
∑

n≥n1≥···≥nm≥1

1
n1 . . . nm

,
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ce qui permet d’écrire

ξk(m+ 1) =
∞∑

n=1

1
nk+1

∑
n≥n1≥···≥nm≥1

1
n1 . . . nm

=
∑

n≥n1≥n2≥···≥nm≥1

1
nk+1n1n2 . . . nm

qui est la formule d’Ohno (cf. [8], Proposition 1).

Exemple 2.
ξk−1(1) = ζ(k) ,

ξk−2(2) =
∞∑

n=1

Hn

nk−1

ξk−3(3) = 1
2

∞∑
n=1

(Hn)2

nk−2 + 1
2

∞∑
n=1

H
(2)
n

nk−2 ,

ξk−4(4) = 1
6

∞∑
n=1

(Hn)3

nk−3 + 1
2

∞∑
n=1

HnH
(2)
n

nk−3 + 1
3

∞∑
n=1

H
(3)
n

nk−3 ,

ξk−5(5) =

1
24

∞∑
n=1

(Hn)4

nk−4 + 1
4

∞∑
n=1

(Hn)2H
(2)
n

nk−4 + 1
8

∞∑
n=1

(H(2)
n )2

nk−4 + 1
3

∞∑
n=1

HnH
(3)
n

nk−4 + 1
4

∞∑
n=1

H
(4)
n

nk−4 .

4 Relation entre les sommes d’Euler de poids k
Définition 2. On appelle somme d’Euler de poids k (cf. [2], [6] ) une série de la forme

∞∑
n=1

H
(ω1)
n . . . H

(ωj)
n

nq

avec q ≥ 2, j ≥ 1, ω1 ≤ · · · ≤ ωj et

ω1 + . . . ωj + q = k

On rappelle la formule sommatoire d’Ohno (cf. [8], Proposition 2) :

k−1∑
m=1

ξk−m(m) = 2(k − 1)(1− 21−k)ζ(k)

qui, en prenant en compte l’égalité ξk−1(1) = ζ(k), peut s’écrire, grâce à la formule (5)
précédente, sous la forme suivante :
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Théorème 1. Pour tout entier k ≥ 3 et m ≥ 1, on a la relation

k−2∑
m=1

∞∑
n=1

1
nk−m

Pm(Hn, H
(2)
n , . . . ,H(m)

n ) =
[
2(k − 1)(1− 21−k)− 1

]
ζ(k) (6)

En décomposant chaque Pm comme une somme de p(m) monômes (où p(m) est le
nombre de partitions de m), ceci se traduit par une relation entre les

Nk =
k−2∑
m=1

p(m)

sommes d’Euler de poids k et ζ(k).

Exemple 3. On a

N3 = 1, N4 = 3, N5 = 6, N6 = 11, N7 = 18.

Ce qui correspond aux identités suivantes :
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Exemple 4.
∞∑

n=1

Hn

n2 = 2ζ(3);

∞∑
n=1

Hn

n3 + 1
2

∞∑
n=1

(Hn)2

n2 + 1
2

∞∑
n=1

H
(2)
n

n2 = 17
4 ζ(4);

∞∑
n=1

Hn

n4 + 1
2

∞∑
n=1

(Hn)2

n3 + 1
2

∞∑
n=1

H
(2)
n

n3

+ 1
6

∞∑
n=1

(Hn)3

n2 + 1
2

∞∑
n=1

HnH
(2)
n

n2 + 1
3

∞∑
n=1

H
(3)
n

n2 = 13
2 ζ(5);

∞∑
n=1

Hn

n5 + 1
2

∞∑
n=1

(Hn)2

n4 + 1
2

∞∑
n=1

H
(2)
n

n4 + 1
6

∞∑
n=1

(Hn)3

n3 + 1
2

∞∑
n=1

HnH
(2)
n

n3 + 1
3

∞∑
n=1

H
(3)
n

n3

+ 1
24

∞∑
n=1

(Hn)4

n2 + 1
4

∞∑
n=1

(Hn)2H
(2)
n

n2 + 1
8

∞∑
n=1

(H(2)
n )2

n2 + 1
3

∞∑
n=1

HnH
(3)
n

n2

+ 1
4

∞∑
n=1

H
(4)
n

n2 = 141
16 ζ(6);

∞∑
n=1

Hn

n6 + 1
2

∞∑
n=1

(Hn)2

n5 + 1
2

∞∑
n=1

H
(2)
n

n5 + 1
6

∞∑
n=1

(Hn)3

n4 + 1
2

∞∑
n=1

HnH
(2)
n

n4 + 1
3

∞∑
n=1

H
(3)
n

n4

+ 1
24

∞∑
n=1

(Hn)4

n3 + 1
4

∞∑
n=1

(Hn)2H
(2)
n

n3 + 1
8

∞∑
n=1

(H(2)
n )2

n3 + 1
3

∞∑
n=1

HnH
(3)
n

n3

+ 1
4

∞∑
n=1

H
(4)
n

n3 + 1
120

∞∑
n=1

(Hn)5

n2 + 1
12

∞∑
n=1

(Hn)3H
(2)
n

n2 + 1
6

∞∑
n=1

(Hn)2H
(3)
n

n2

+ 1
8

∞∑
n=1

Hn(H(2)
n )2

n2 + 1
4

∞∑
n=1

HnH
(4)
n

n2 + 1
6

∞∑
n=1

H
(2)
n H

(3)
n

n2

+ 1
5

∞∑
n=1

H
(5)
n

n2 = 173
16 ζ(7).

Remarque 2. Pour k ≤ 6, les identités précédentes peuvent se déduire de calculs
explicites portant sur les sommes d’Euler (cf. [2], [6]). Cependant, pour k = 7 elle
apparaît déjà comme un résultat nouveau.
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