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Résumé

Dans cet article, on montre comment déduire d’une remarquable formule sommatoire
d’Ohno une relation non-triviale entre les sommes d’Euler de poids fixé k et (k).

Abstract

In this article, we show how to derive from a deep sum formula of Ohno a non-trivial
relation between Euler sums of fixed weight k and ((k).
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1 Introduction

On sait depuis la seconde moitié du dix-neuvieme siecle que la fonction ¢ de Riemann
peut étre représentée par la transformée de Mellin normalisée

(6 = o [Tt pow () > 1
§)=—— our R(s .
T(s) Jo 1 et P
Beaucoup plus récemment est apparue une intéressante généralisation de ¢ sous la
forme de la fonction & définie pour k£ > 1 par

1 oo s—1 eit : —t
&k(s) = F(s)/o t 1_7e_tL1k(1 —e )dt pour R(s) >0,



ou Lij désigne le k-ieme polylogarithme Lig(z) = > 2 1 - (cf [1], [3], [8]) . Pour k =1,
&1(s) n’est autre que sC(s+ 1). On montre par une méthode standard pour les transfor-
mées de Mellin normalisées ([9] 6.7) que la fonction & se prolonge analytiquement dans
le plan complexe en une fonction entiére de s.

Les valeurs de & sur les entiers positifs ont des relations étroites avec les valeurs de
¢ :on a ainsi & (k) = kC(k + 1) et £ (1) = ((k + 1). Plus profondément, Ohno (cf. [8]) a

démontré la remarquable identité suivante :

Z Ermm(m) = 2(k — 1)(1 = 2"7F)¢ (k)

que nous appellerons dans la suite formule sommatoire d’Ohno.
On montre dans cet article que les valeurs de &, aux entiers positifs peuvent s’ex-
primer sous la forme suivante

o0

ZW (Ho, HP, ..., H{™),

ou P, (z1,...,2zy) désigne le m-iéme polyndome de Bell modifié défini par la fonction
génératrice

e Zk o)
exp(z xk?) =1+ Z Pr(x1,...,xm) 2™,
k=1

m=1

et ou Hn,Hﬁ?), e ,Hr(bm) sont les nombres harmoniques. Nous appelons cette identité
la formule de Hasse parce qu’elle prolonge naturellement une relation connue pour les
valeurs de ¢ dont l'origine remonte & Hasse (cf. [3], [7]). L’intérét de cette expression de
&k(m) est de permettre une réécriture de la formule d’Ohno sous la forme suivante :

k—2 oo
m=1n=1
ce qui conduit, en décomposant chaque P, en une somme de mondmes, a une intéressante

relation entre les sommes d’Euler de poids k et ((k). En appliquant cette formule dans
les cas les plus simples k = 3 et kK = 4, on retrouve des relations connues telles que

3) = Z n—; (Euler)
n=1

Pu(Ho HY ... H™) = 20k = 1)1 =29 = 1] ¢h)  (9)

et

17 N H, 1 (Hy)
=355 3

Cependant, la relation (%) ne redonne des résultats déja connus que pour k < 6 (voir
Exemple 4 et Remarque 2).



2 Polynoémes de Bell modifiés

Définition 1. Les polynoémes de Bell modifiés (cf. [3], [4], [5]) sont les polynémes P,

definis pour tout entier naturel m par la fonction génératrice

k
exp (Z mkz) =1+ Z P (z1, .y xm) 2™

k>1 m>1

Une expression explicite de Py, est donnée par

1 T ka1 T9 kz T3 ks
P01, 2m) = 2 k:l!k:g!k:g!...(l) (2) (3)

k1+2ko+3k3+--=m

On peut également calculer récursivement les P, au moyen de la relation Py = 1 et

m
mPp(z1,...,Tm) = Zxk P k(x1,...;2mk) (m>1).

k=1

Exemple 1. Pour 0 < m < 6, on a ainsi

P =1
Pl =T

1 1
Py= -2+ <

2 2$1 + 2%2

1 1
P3 = 61‘? + 51'11'2 + 5-733

1 1 1 1
Py= ot + quiws + gaf + cowws +

1 5 1 4 1, 1 5 1 1 1
P = 2050 + 1o %172 + PRARE + FRakE + yRatt! + g r2Ts + 5

Proposition 1. Pour tout entier naturel m et tout entier n > 1, on a l'identité

+o0 m Po(Hy, ..., HT™
/ 6—t(1 _ e_t)n_ltfdt _ ( ’ ) )
0 m! n
avec n
H™ =S L m, =g,

P

Démonstration. D’une part la classique relation eulérienne (cf. [9])

['(2)I'(y)

1
B(z,y) :/0 w1 =) du = Tty

)

(1)

(2)



en substituant u = e~f, x =1 — z et y = n + 1, permet d’obtenir

/+Oo e '(1—e ) edt = !
0 1-2)(2-2)...(n+1-2)"

D’autre part, on a aussi

n! n! n z . _
1-2)(2-2)...(n+1-2) (n+1) Xl;[(l_j+1) 1

—_
3

7=0
o)

=i )Xexpz::z_:

k Z
exp Z nJr)l

(n+1) x exp(— Z
1

(n+
§ : n+1> ’ TH-I) om (par (1))

n+1
P 1 om)
m
/+oo e—t(l _ e—t)n—letzdt — io: Pm(Hn ) 7H" ) LM
0 n
m=0
La formule (3) en resulte par identification du terme en z™. O

3 Valeurs de la fonction &

Proposition 2. Soit

F(s) = F(ls) /OJFOo t5te T f () dt

une transformée de Mellin normalisée avec :
o0
2 : 1 e~ nfl

On suppose que les coefficients a, vérifient la condition |a,| = O(%) Les propriétés
suivantes sont alors vérifiées :

1) L’intégrale F(s) converge pour R(s) > 0.

2) Sim est un entier naturel, alors :

o (Hy, HY . H™)
1 n ) ) ) n
m+ Za n




Démonstration. Par hypothese, il existe une constante C' > 0 et un entier N > 1 tels
que pour tout t > 0, on a :

eft)nfl Ct

= - )
ngvlanKl_e 1<CZ <CZ n :1_e—t

ce qui assure la convergence de l'intégrale et autorise la permutation des symboles [ et
>°. D’ou expression

- oo pno1 87
= a e (I—e )" dt .
Ly )
En posant s = m+1 dans I'expression précédente, la formule (4) résulte alors de (3). O

1
On applique a présent la proposition précédente avec a, = —, c’est a dire a la
n

fonction
ft) = i (1—e )t _ Lig(1—e)

n=1

nk 1l —et
on obtient alors immédiatement le résultat suivant :

Proposition 3 (Formule de Hasse pour ). Pour k> 1 et R(s) > 0, soit

— 1 oo s—1 et : —t
gk(s) == F(S) /0 t ﬁle(l —e )dt

Pour tout entier naturel m, on a

o0

an (Hn, B, H{™) (5)

Remarque 1 (lien avec la formule d’Ohno pour ). Soit
= H(1 s
j=1

On a vu que

L _ S p D, )
Z) m=0

et, d’autre part, en développant le produit en série,

1 b 1 .
Q(z)zz( Z nl...nm)z

m=0 \nzni>-->nm>1

D’ou, par identification,

Po(H,, HP ... H™) = > S

n>ny > >n,>1 L m



ce qui permet d’écrire

é (”l 1) - E : E :
k k+1
n=1 n n>ny > >nm,>1 ... Mm

1
nktlning ... ny,

- ¥

nzni2ng>-2nm>1

qui est la formule d’Ohno (cf. [8], Proposition 1).

Exemple 2.
§—1(1) = ((k),
o H,
519—2(2) = Z nk—1
n=1
1 (Hy)? 11X HY
5/{:—3( ): inz::l nk_g +§nz::1nk_2a
1 & (Hy)? 1 & HHY 13 Y
S-a(4) = 67; whs 57; nk=3 3 z:: nk=3"
§r—5(5) =
1 & (H)t 1 & H)2EY 1 & wPye? 1 &ma? 1& Y
ﬁz:l nk—4 +Z « nhd +§z:1 nk—4 +§Z:1 nk—4 +Z nk—4

4 Relation entre les sommes d’Euler de poids &

Définition 2. On appelle somme d’Euler de poids k (cf. [2], [6] ) une série de la forme

< g H)

D

q
n=1 n

avec ¢ > 2,7 > Lwy < - <wj et
wit...wjt+qg=k

On rappelle la formule sommatoire d’Ohno (cf. [8], Proposition 2) :

k-1

> Emm(m) = 2(k — 1)(1 = 217F)((k)

m=1

qui, en prenant en compte I’égalité £,_1(1) = ((k), peut s'écrire, grace & la formule (5)
précédente, sous la forme suivante :



Théoreme 1. Pour tout entier k > 3 et m > 1, on a la relation

k—2 oo
> S P HP. B = 20— D02 1) (6)
m=1n=1

En décomposant chaque P,, comme une somme de p(m) mondmes (ot p(m) est le
nombre de partitions de m), ceci se traduit par une relation entre les

k—2
Ny =Y p(m)
m=1

sommes d’Euler de poids k et (k).

Exemple 3. On a
Ny =1,N; =3, N5 =6,Ng =11, Ny = 18.

Ce qui correspond aux identités suivantes :



Exemple 4.
[o¢] Hn

Z ﬁ = 2C(3)§
n=1
fe'e) [e'e) 2 oo (2)
H, 1&(H))? 13 HY 17
Hn o 2 : — '
712::1”3 27; n2 +27;::1 n2 4C( )
n=1 n4 2 n=1 n3 2 n=1 n3
1 & (Hy)? 1 & HHY 1&HY 13
- 5 - = ¢
+6712::1 n? +2n:1 n? +3n§:1 n? 2<( )
iﬂn+1i<ﬂn>2+; S HY 1K (Hy) +1§anf§>
— nd 24~ pt 24~ ni 6 — n3 24~ n3
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
1 & (H)' 1 & (H)2HY  1&(HP)? 18
+ﬂ¥ n2 +Z — n? +§ —  p? + Z
n=1 n=1 n=1 n=1
12 HEY 141
AP IEraab Ll
n—=
oo 0o oo 2) 00 3 00 (2)
H, 1X (Hp)? 1 & Hy 1 X (Hp)? 1 & HyHy
PR R D Ui D Dl D Dl D D
n=1 n=1 n= n=1 n=1
1 & (Hy) 1S (H,)2HY 1. (HP)?
+ﬂ2 n3 +ZZ n3 +§Z n3 —
n=1 n=1 n=1 n=1
1 HY 1 & (H) 1S (Hy)PHY
Il t e Tl e >
n=1 n=1 n=1 n=1
S Hy(HD)? | 1 > 11 5 2P H
8 4= n? 4 ~—~ p? 6 “— n?
n=1 n=1 n=1
1 & HY 173
Sl e —— L o}
+ 5 n;l n2 16 <)

Remarque 2. Pour k < 6, les identités précédentes peuvent se déduire de calculs
explicites portant sur les sommes d’Euler (cf. [2], [6]). Cependant, pour k& = 7 elle

apparait déja comme un résultat nouveau.
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