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Résumé

Dans cet article, on présente une identité qui étend naturellement la classique formule
de Hasse pour la fonction zéta de Riemann a la fonction zéta d’Arakawa-Kaneko.
On montre comment une nouvelle interprétation d’une formule sommatoire d’Ohno
permet d’en déduire des relations non triviales entre les sommes d’Euler.

1 Introduction

I1 est bien connu (cf. [9] 6.4) que la fonction ¢ de Riemann peut étre représentée par
la transformée de Mellin normalisée
6 = [ powr () > 1
S) = —=—— our R(s .
T(s) Jo 1t P
Plus généralement, il est naturel de considérer pour tout entier k£ > 1 la fonction &
définie par la représentation

1 oo s—1 e’ : —t
&k(s) = F(s)/o t 1_76_tL1k(1 —e ")dt pour R(s) >0,

avec

3

Lij(2) = fj = (2l < 1)

n=1

3



On montre par une méthode standard pour les transformées de Mellin normalisées ([9]
6.7) que la fonction & se prolonge analytiquement dans le plan complexe en une fonction
entiere de s. On Pappelle la fonction zéta d’Arakawa-Kaneko (cf. [1], [4]). Dans le cas le
plus simple k = 1, 1 (s) n’est autre que s¢(s + 1).

On montre par des méthodes élémentaires (cf. Proposition 3) que les valeurs prises
par la fonction & sur les entiers positifs admettent 1’expression

=1

fk(m+1): ZWPm(anHr(Lz)yaHr(Lm))7 m=0,1,2,---
n=1
ou Pp(z1,...,Ty) désigne le m-iéme polynéme de Bell modifié défini par la fonction
génératrice
[e's) Zk o)
exp(z xk?) =1+ Z Po(x1,...,xm) 2™,
k=1 m=1
et ou H,, = H,gl), ,(L2), e ,Sm) sont les nombres harmoniques généralisés

am =y L
="

Nous appelons cette identité la formule de Hasse pour la fonction & parce qu’elle pro-
longe naturellement une formule classique pour les valeurs de ¢ dont 'origine remonte a
Hasse !. Dans le cas particulier £k = m = 1, on retrouve une célébre formule d’Euler :

&a2)=> 7

5 =2((3).
n=1

L’intérét principal de cette formule de Hasse est d’engendrer une famille de relations

non-triviales entre les sommes d’Euler?. 11 découle en effet d’une formule sommatoire
d’Ohno (cf. [8]) la relation

po1(1) +&po(2) + -+ &(k—2)= (1 — 224{”‘)51(143 —1) pour k > 4.

Combinée avec la formule de Hasse pour &g, cette relation peut alors se traduire par la
remarquable identité suivante :

k—3 oo 1
SN - Pu(Hy, HP, .. H™)
m=1n=1 n

2—k X1
+ (27 4 ) D s Pea(Ha, HP .. HFP) =0 pour k > 4.
n=1

1. Les polynémes de Bell n’apparaissent pas explicitement dans la formulation originelle de Hasse
(cf. [7] formule (5)).

2. La premiére étude systématique de ces séries faisant intervenir les nombres harmoniques a été
entreprise par Euler en 1771 (cf. [5]).



En appliquant la formule précédente dans les cas les plus simples £k = 4 et kK = 5, on
obtient respectivement les identités

n 9 _ 2 =0,
— nd 24 — n2 24 —~ n2

et
00 0 2 % (2) oo 3 oo (2) 00 (3)

H, 1 (Hn) 1 n 5 (Hn) 5 H,H, 5 n

— + = = = - - — - — —=0.
z_: nt +2§_: n3 +2 — n3 482_: n? 162_: n?2 242 n?2
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

2 Polynomes de Bell évalués sur les nombres harmoniques

Définition 1. Les polynomes de Bell modifiés (cf. [2], [4], [6]) sont les polyndmes P,
definis pour tout entier naturel m par la fonction génératrice

Zk
exp (Z mkk) =1+ Z Pz, .y xm) 2™ . (1)

k>1 m>1
Une expression explicite de P, est donnée par
1 o\ * (2o \ P2 [ zg\F8
Parean = 3 e (1) (5)(5) -
k1 +2ka+3kg+-o=m LTS
On peut également calculer récursivement les P, au moyen de la relation Py =1 et
m
mPy(x1,...,¢,) = Z Tk Po—k(1, ..y Tpeg) (M >1).
k=1

Proposition 1. Pour tout entier naturel m et tout entier n > 1, on a l’identité

/ e (1 — e_t)"_lt—'dt _ PlHn, - Ho) (2)
0 m! n

avec

H™ =S L o H, = H.
=17

Démonstration. D’une part la classique relation eulérienne (cf. [9])

['(2)I'(y)

1
B(z,y) :/0 w1 —w)? du = Tty

en substituant u = e™!, x =1 — z et y = n + 1, permet d’obtenir

e —t\n _tz n!
/0 e e ) el = e e T =)
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D’autre part, on a aussi

n! n! z

1-2)2-2)..n+1-2 (n+1) on(l_j+1)1
1 " z
= TS xexp(jgln(lj_i_l))
1

0
n oo Zk
=D X exp(jz:%kz::lk(j n 1)’“)

1 > B 2F
= eXp(Z H?Sﬁl?)

(n+1) =
< p (HY. ... g™
— Z m( n+1 7’l+1) Zm (by (1))
+1
m=0 n
bou (1) (m)
m
/+oo e_t(l _ e—t)n—letzdt — f: Pm(Hn ) 7Hn ) Lm
0 n '
m=0
La formule (2) en resulte par identification du terme en 2. O
Exemple 1. Pour les petites valeurs de m, on a ainsi
P\(H,) = H,
H 2 H(Q)
PQ(Hn7H1(12)) = ( 2”) + ?n
H,)* HHY HY
Py(H,, H, BE) = 6") e
H )4 (H )2H(2) ( (2))2 H H(S) H(4)
Py, HO g®, oy = Hn n) tin n ntin n_
A, 7 5 ) = = e e e eyt
3 Formule de Hasse pour &
Proposition 2. Soit
F(s) ! /+oo t57 et f (1) dt
S) = —— e
I'(s) Jo
une transformée de Mellin normalisée avec :
[0.9]
f#)y=3 an(l—e )t
n=1
On suppose que les coefficients a, vérifient la condition |a,| = O(=). Les propriétés
n

suivantes sont alors vérifiées :



1) L’intégrale F(s) converge pour R(s) > 0.

2) Sim est un entier naturel, alors :

> Hn7H,'(L)7"‘7HT(Lm))

Fim+1) Z

(3)

n

Démonstration. Par hypothese, il existe une constante C' > 0 et un entier N > 1 tels
que pour tout t > 0, on a :

oo

S Janl(1— ”1<CZ )

n=N

e_t)”_l Ct

<CZ n Tl et

ce qui assure la convergence de l'intégrale et autorise la permutation des symboles [ et
>". D’ou 'expression

s—1

00 +o0 "
s) = an/ e t(1—eHnt dt .
= i

En posant s = m+ 1 dans expression précédente, la formule (3) résulte alors de (2). [

On applique a présent la proposition précédente avec a, = vl c’est & dire a la
fonction
F(t) = i (1—e 9t Liz(1—e™)
- nk 1l —et

n=1

on obtient alors immédiatement le résultat suivant :

Proposition 3 (Formule de Hasse pour &). Pour k > 1 et R(s) > 0, soit

En(s) = —— /+oo LN PN g
A I'(s) Jo I—et *

Pour tout entier naturel m, on a

oo
(m+1) Z o (Ho, HE . H™) . (4)
n—l
En particulier,
> 1
ik(l):ZW:C(l‘f‘Fl)-
n=1
Remarque 1. De Lij(z) = —In(1 — z) découlent les égalités

B 1 +00 1 et B 1 400 5 et _
gl(s)_F(S)/O t (1_6t)tdt_F(S)/0 t = sC(s +1).

D’ou, pour k > 2,

k= 1) = (k= 1)C(0) = 3 5 Pica(Hy, B, HED).

n=1



Exemple 2 (Formule d’Euler).

(0.9] Hn
G2 =2¢(3) =) PoX
n=1
Plus généralement, pour k > 2,
o) Hn 1 1 k—1 ‘ ‘
G(2) =2~y =5k +3)(k+2) = 53 <G+ 1k +1=3) (cf [5], [3))
n=1 j=1

4 Relation entre les sommes d’Euler

La formule sommatoire d’Ohno (cf. [8] Proposition 2) peut s’exprimer sous la forme
suivante :

k—2
Y bkm(m) = (1=22"M)&(k - 1).
m=1

Comme
1

Ee-1(1) = C(k) = — &k — 1),

ceci peut encore s’écrire

k—2 1

Y bhem(m)+ (2277 + o1 D&(k—1)=0.
m=2

De la formule précédente et de (4) découle alors directement 'identité suivante :

Proposition 4 (Formule d’Ohno). Pour k > 4,

k—3 oo 1
S 3 nkmem(Hn,HT(f), L HU™)
m=1n=1
2k <1 ( )
2—k - 2 k—2)y _
+ (2 +m)£ﬁPk_2(Hn,Hn),...,Hfz )=0 (5)
Exemple 3.
00 00 2 oo rr(2)
H, 5 (Hy) 5 n’
B TP S e T Sl
n=1 n=1 n=1
i H, 1 i (Hn) 1§ @ 5 i (H,)3 5 i oY 5 i ay o .
— nt 24~ 3 24~ n3 48 4~ p2 16 <~ n?2 24 n?2 ’
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 1



2 2 2
o ot n 640 — n 240 — n
59 & HY
- — =0.
320 n?

Remarque 2. Le nombre de termes intervenant dans la formule (5) est

k—2
N(k)= ) p(m)
m=1

ou p(m) est le nombre de partitions de m (cf. [9] 6.2). On a ainsi N(4) = 3, N(5) =
6, N(6) = 11, N(7) = 18, etc.
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