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Résumé

Dans cet article, on présente une identité qui étend naturellement la classique formule
de Hasse pour la fonction zéta de Riemann a la fonction zéta d’Arakawa-Kaneko.
On montre comment une nouvelle interprétation d’une formule sommatoire d’Ohno
permet d’en déduire d’intéressantes relations entre les sommes d’Euler.

1 Introduction

Il est bien connu (cf. [8]) que la fonction ¢ de Riemann peut étre représentée par la
transformée de Mellin normalisée

C()—1/+oot5‘1€tdt R(s) > 1
s = T6) Jo T pour R(s .

Plus généralement, il est naturel de considérer pour tout entier £ > 1 la fonction &
définie par la représentation

1 oo s—1 eit : —t
&k(s) = F(s)/o t lek(l —e )dt pour R(s) >0,

avec

Ligz) = 3 %Z (I2] < 1).

n=1



On montre par une méthode standard pour les transformées de Mellin normalisées (cf.
[1], [4], [8]) que la fonction & se prolonge analytiquement dans le plan complexe en une
fonction entiére de s. Dans le cas le plus simple k = 1, £;(s) n’est autre que s((s + 1).

On montre par des méthodes élémentaires (cf. Proposition 3) que les valeurs prises
par la fonction & sur les entiers positifs admettent ’expression

=1

Gim+1) =Y me(ﬂn,Hf), L HUY, m=0,1,2,--
n=1
ou Py (z1,...,2zy) désigne le m-iéme polyndéme de Bell modifié défini par la fonction
génératrice
o) zk o)
exp(z xk?) =1+ Z Po(x1,...,xm) 2™,
k=1 m=1
et ou H,, = H,(LU, T(L2)7 e ,Sm) sont les nombres harmoniques généralisés
m) _ y~ L
j=1

Nous appelons cette identité la formule de Hasse étendue parce qu’elle prolonge na-
turellement une formule classique pour les valeurs de ¢ dont 'origine remonte & Hasse !
Dans le cas particulier K = m = 1, on retrouve la jolie formule d’Euler :

a@ =3 2 _o).

2
n=1 n

L’intérét principal de la formule de Hasse étendue est d’engendrer une vaste classe de
relations entre les sommes d’Euler (cf. [3]). Il découle en effet d’une formule sommatoire
d’Ohno (cf. [7]) la relation

Ep1(1) + & o(2) + -+ E(k—2)=(1—22F)¢(k—1) pour k> 4,
relation qui, combinée avec la formule de Hasse, peut se traduire par 'identité

k—3 oo

1
SN ——Pu(Hy, HP, ... H™)
mzln:ln
+(227k+2_k)§ipk (H,, H? H*2)=0 pourk >4
k-1 n:1n2 —2\ e Hn e Hn -

En appliquant la formule précédente dans les cas les plus simples k = 4 et kK = 5, on
obtient respectivement les identités

% % 2 0 (2)
H, 5} (Hy) ) I
— n3 24 £~ n? 24 £~ n? ’
n=1 n=1 n=1

1. Les polynémes de Bell n’apparaissent pas explicitement dans la formulation originelle de Hasse
(cf.[6] formule (5)).
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2 Polynomes de Bell évalués sur les nombres harmoniques

Définition 1. Les polynomes de Bell modifiés (cf. [2], [5]) sont les polynoémes P, definis
pour tout entier naturel m par la fonction génératrice

exp Zxk— =1+ Z P (z1, .y xm) 2™ (1)
E>1 m>1
Une expression explicite de Py, est donnée par
1 T ka1 To k2 T3 ks
Parean = S e (1) (5) ()
Ky 2k 43k b —mn 1'K2:KR3% . ..

On peut également calculer récursivement les P, au moyen de la relation Py = 1 et

m

mPy(x1,. .., 2m) = Z Tk Pr—k(x1, . ) (M >1).
k=1

Proposition 1. Pour tout entier naturel m et tout entier n > 1, on a l’identité

oo m  Pp(Hy,...,H™
/0 (]_—6 )n ILdt: ( ) ) )’ (2)

m! n
avec
L
H™=3"— et H,=HY.
j=17

Démonstration. D’une part la classique relation eulérienne (cf. [8])

['(2)I'(y)

1
B(z,y) = /0 uxfl(l — )t du = m ,

—t

en substituant u = e, x =1 — 2z et y = n + 1, permet d’obtenir

e —t\n _tz 34 _ n!
/0 S S A Sl e S sy pray




D’autre part, on a aussi

n! n! . z o _
(1-2)2—2)...(n+1-2) - (n+1)! le_[o(l_j—|-1) 1

n
z
= log(1 —
e R ]+1>)
1 n (0.9]
X
Gy
1 > (k) 2k
= exp(p  Hyl1 )
(n+1) = ok
© Pu(HY,, .. HT)
by (1
> sl (by (1)
bou (1) (m)
+oo > Pn(Hy’,...,Hy"
/ e l(1—e Hn et dt = Z m(Hn 7, Ho )zm
0 m=0 n
La formule (2) en resulte par identification du terme en 2. O
Exemple 1. Pour les petites valeurs de m, on a ainsi
P\(H,) = H,
(H,)* | H
P 1) = Ll
H,)* HHY HY
Py(H,, H, BE) = 6") e
H )4 (H )2H(2) ( (2))2 H H(S) H(4)
i H® g® @y - Hn n) Hy n nHn n
A, 7 5 ) = = e e e eyt
3 Formule de Hasse pour &
Proposition 2. Soit
1 Hoo s—1_—t
F(s) = F(s)/o 5ot f(t) dt
une transformée de Mellin normalisée avec :
[0.9]
Z (1—e" -1
1
On suppose que les coefficients a, vérifient la condition |a,| = O(=). Les propriétés
n

suivantes sont alors vérifiées :



1) L’intégrale F(s) converge pour R(s) > 0.

2) Sim est un entier naturel, alors :

> Hn7H,'(L)7"‘7HT(Lm))

Fim+1) Z

(3)

n

Démonstration. Par hypothese, il existe une constante C' > 0 et un entier N > 1 tels
que pour tout t > 0, on a :

oo

S Janl(1— ”1<CZ )

n=N

e_t)”_l Ct

<CZ n Tl et

ce qui assure la convergence de l'intégrale et autorise la permutation des symboles [ et
>". D’ou 'expression

s—1

00 +o0 "
s) = an/ e t(1—eHnt dt .
= i

En posant s = m+ 1 dans expression précédente, la formule (3) résulte alors de (2). [

On applique a présent la proposition précédente avec a, = vl c’est & dire a la
fonction
F(t) = i (1—e 9t Liz(1—e™)
- nk 1l —et

n=1

on obtient alors immédiatement le résultat suivant :

Proposition 3 (Formule de Hasse pour &). Pour k > 1 et R(s) > 0, soit

En(s) = —— /+oo LN PN g
A I'(s) Jo I—et *

Pour tout entier naturel m, on a

oo
(m+1) Z o (Ho, HE . H™) . (4)
n—l
En particulier,
> 1
ik(l):ZW:C(l‘f‘Fl)-
n=1
Remarque 1. De Lij(z) = —In(1 — z) découlent les égalités

B 1 +00 1 et B 1 400 5 et _
gl(s)_F(S)/O t (1_6t)tdt_F(S)/0 t = sC(s +1).

D’ou, pour k > 2,

k= 1) = (k= 1)C(0) = 3 5 Pica(Hy, B, HED).

n=1



Exemple 2

> H,
£1(2) Z PoX
Plus généralement, pour k > 2,
1 k—1
Z T = /<;+3)§(1<:+2)—5 > C(j+1)¢(k+1—j) (Formule d’Euler, cf. [3]).
n=1 7j=1

4 Relation entre les sommes d’Euler

La formule sommatoire d’Ohno (cf. [7] Proposition 2) peut s’exprimer sous la forme
suivante :

ka m(m) = (1 —22")& (k- 1).

Comme

f1(1) = () = & (k- 1),

ceci peut encore s’écrire

k—2
> Gemm) + (27 4 = Dk - 1) =0,
m=2

De la formule précédente et de (4) découle alors directement 'identité suivante :

Proposition 4 (Formule d’Ohno). Pour k > 4,

0 (H, H(2) , Hr(Lm))

_ 2—k, 1 _
+ (2 ) D S Pea(Ha, HYY . HE) =0 (5)
n=1

Exemple 3.




— = n? 640 = n? 240 = n?
_m
320 = n?
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